
Exact methods and Markov chain Monte

Carlo methods of conditional inference for

contingency tables

����������	�
������������������������������ �!"������ $#�%���&�'��)(*��+�,�-�.�/
0"1 ��2�3�4���5$6*4)7� $8�9�:�;�<����>=�?�@�A�B�C�%"D�E� �F�G�H�I�?�J"8���<�=�?�K�L
%"D�M*N��� �O�P�=�QSR�T�U�3�V�W�X�?)������Y�Z���[�3�\]����^�_���M)`�, 0�1 ��-� $���
�"������?�Y�Z���a"3�b�c�d�Ufe][>3�\]��b�3���5�^�+� ��"����������Y�Z��"a�g���h�i�?�j
k 2�l�b� nm���o�p�3�q�r�-�sf\t��M�3�u�vtM�w�x� 1 ��3��� nq�r�I�� 1 ��y�9�o�p�e�b�c� 
z ��{�-�|�M������}2�M���u�v]M�w�x>���� $#�%���&�'�?"~�b����*��-�����2�M�����2�-���e
� \t����
t��b�3��)5������������� �h��)��?�u*v]M���M)���*Q���v�u*vtM)������ �|�M����
�>- z ��
]�����"��6 0�1 �� ��)?�u�v]M�w�x��"�� �#�%���&�'>��(f\�M�3�Y�Z"`�,�-�����2
M>��5�����?�u*v]M��"�*Q�������a�p) �r"'�  0 �� $#�%��"&�'���(f\�M�3��"����Y�Z�?�`�,
?"3*et¡ � ?�¢"£�?��������}l� �¤�?�¥���2]¦�§�M�¨"©�Q�ª�M�v«5
#�%¬��&�'���(f\�M3�������Y�Z�?�`,��� S®�¯������� 

R. A. Fisher
��u°�

1934 ± ��¨�©
��§
2× 2

������?�K"²�;�<�-�J�³ 0�1 �)5
Fisher

��´� ¤�?�µ*4�+>��^�_�¶f
]�� �^�_�?
· A�¸�?

2 ¹ ������ º
�\���� 3 ¹ ����?�»�¼������>?�
���½���M�����������?�j k ����l�b� K"²�,�-�¨�©�
]�>b�3���5°����\�?�`",�?�¾*e��� �¿�À"Á�����j k ?�Â�Ã> �Ä�Å������� �
��
½)��M�Æ�D�;�<��)������ �i�Ç�²"È�?�K�²���É�?)`�,f2�l�b�¨�©}
]��b�a*�� �Ê"Ë�H�I������
�Ìm"�Í�"�>=Í?){ÎQS¿ÍÀ"Á�gÏ§>cÐ2 0 ?)q"rÍÑ>ÒÍ?)�"ÓÎQ) "3 � �ÔlSbÏÕ"È>�Í�ÏÖÍ×"�Ô� �  
-" ��"É�Ø�Ò�?�� 0 �"��2�M���5$r�'� >?�Ù�Ú 0 �� �K�²�,>?�`�,*Q��°Û�§�3�e]¡ � ?�¢�£�?
�"������l� �¤"?�¥��*2t¦�§"M�¨�©*Q�ª�M}v«5

1983 ± � Mehta and Patel
��uÜÛ¬b�¨�©f
Ý��§�Þàßºátâ���V$ã�ä�å�æç¸�è��� S^�_¬¶

FisherK"²�;�<"?)i�Ç�²"È>?���É>ã)ä*å>æ�¸"è 0"1 �)5����>�" 
2 ¹ �����Ð�����*�Ìª�2]Öé2�?�ê�ëì>?�í�î�?�K�²�;�<"���fl�b� $ï�ð� °c�Û*2)c�Ufe][�3�\]�>b�3���K�²���É�ã)ä*å�æ�¸�è�?�ñ

1



2¡ 0�1 ��5�Þfß*áâ���V�ã�ä*å>æ�¸�è��� ����"��?���ä���9*QSÖ���2�����¼�¿"À�Á*gS ����
?	�������������"�*������=�?�{>?�J�o�{� �J�
"{*Q�����*���>2���u��� �q�r"Ñ�Ò�Q�Õ�È��
�	��
 �����f�����*��c)? 0�1 ��5���?�J���¶�j k ?���>�� $Þfß*á]â���V�ã)ä�å�æ�¸�è�?�r
� 0�1 ��2�3�4���5�r"'�  0 �� °��?�J�o"¶�j k ?�J���Y>�����*��¦�§�M��	�*Q�¨�©�l� �¤�?
ì � Q�������2�2�c)�� $¨�©��*��`�,>��u�Û�b>u��]Õ�È��"��������-�ª�M����*����2�Q� $I�{
��É���u$Ûb$²�������5n¨©����������� ! �4�\t����������?�"�#���$���\&%���3�ì � Q�')(� 
*�+�,�- ��? z/. � \]î10�Á�g�\]�*��c�? 0�1 ��5

¬\ç�¬ ¨¬©¬� �$�2�°�¬ 3#D°?24Ç ?$K¬²; <�$�65�º�çJ6�¶ j k �2�[8729 01 ��5 r

'"  0 �� ��;:�<�!"����a�3�b����>M�=��*Q�'�¡� �>��)�)?��A@Ýâ�A�B�C��;D	E�F�í�î�?�K�²
;><�Q�G�����H) )i�Ç�I�J�?�K�²"��É�?�§�K�?)Þ ß�áâ���V�ã)ä�å�æ�¸�è�Q�<	L�¶fl� �¤�?�J
o"¶�j k ?�������f2�l�b� �M;N*N�2PO�Q�?�`�,�Q��"[��*��5��§� ���?�j k ��$*l�b��� �J

"¶�j k ?�J���Y�Q	R���S;K�����2S- 0 p�����2�Q��"���*��5$'�  0 �� ����}\�?�T�U*Q�[�3
b	V�Wfl�§�Þfß�á�â���V�ã�ä*å�æS¸�è�?�i�Õ�ì�Q� �I�{���É���u�Û"b�X��Í5�<�!"Y�Z�?������
a"3�b��� �r�'�  0 ¨�©�����u*vM�Ã�x�Y�'���`",�� 1 �*�]Gf\��b�a�\�%Í �r"'� �?�T�U �
\S º
"\�M���j k -�¨�Z�
t�*����2� ���§" �u��to�=�?�<�!"������?�Y�Z�-�7	9���M�����2�-
[�\�
t�*��5
^�+� �Þfß�á]â���V�ã)ä*å�æ�¸�è�?�u�vtM� �Õ�È���M�K�²"��É�ã�ä�å�æ�¸�è"?�V�W�-�]�^�M
j k ��� l�b��� ÌK²�,�?�_1������`aB�b�@�ä)c�,�Q�[°3�§�i�Ç�I�J�?��6d���<�-�i�Õf2�M���5
r"'� �?�e�Ú 0 �)h��� �f�ä�g�hSO�i @j`�B�b�@�äkc�,���u����><�Q�� v«5���?�l�������2�M
�)?�-� �m*W�n������)��I�o�p�ì�Q�í><�l�§�q�r�`���ä>?� $��Y;7�9�ì�?�s"� 0�1 ��5$��Y;7
9 0 M�3�t�u���& � \�? · B�v�æ�B�D��� �^�_>����w�x 0 M�e  �f�ä)g�h�O�i @j`�B�b�@�ä�c
,>?�§�K�?�O�T�M�f)ä)g�h�O�i�?�V�y�c�]�^ 0�1 ����2S-�Gf\]��b�3���5��"Y17�9 0 M�3�`��
äÐ?�J�cPz;{"M�6Ð�� 

3 ¹ �����>�"a>g��|u 3 }	~������ [>?)í�î 0�1 ��-" ��)?�wÍx*c� ���>b�?
2
¼ ¹���� 9"I�-�4�Ç�����<*
]��§ 3 ¹ ������?�Ñ>Ò��� �O�T�M�f�ä�g�h�O�i*Q�V�y���)?��� �^�_��"��w�x 0 M�3"5

��?�j k �� 
Diaconis and Sturmfels

?
1998 ± ?�'�  0  �4�Ç�����<�
]��§ ��� 9�I����flb�O�T�M�O�i�Q�V�y�����§�K�������M���� ��f�ä)g�h������ ?2�1�� 2�3fv�p 0 <�L�¶f
t��§�5

�}\��� �¾���L�����? 1 ��A���ã�ä�?���y ¹ -�f�ä)g�h���������5������>2�Q�X�l� �¤�?���É?"§�K����� �³���A��>ã�ä�?���y1� ��D1�P��������� Q�S;K>����2�- 0 p���7"��3���2�Q�X��
l�§�5 ��?�T�U���u��� Ü��É�Ø�Ò�?�j k Q�u������;�������1 �¡�¢�£�¤1¥�¦)§1¨�©�ª�«1¬2¯®��
°�±1² ��³�´; �µ�¶;©� �·�¸;«�¹���º�»	¦�¼�½�¾�¿1À�Á1ÂkÃ��)º�Ä;Å�«�Æ/º�Ç�Â��2È�É;Ê�Æ�Ë
Ì/Í�Î º;Å�Ï;Ð�º�Ñ)ÒPÓ�Ò�Ä� �¡�¢�¤�Ô1«�Õ��2£�¤;Ö�×�À	Ø�Ù;Ê Í Æ�Ï�Å�ÏÛÚ�·�¸;«�Ü)Ð���Ý
Þkß1à�á�â�¾�¿;À�»	¦�¼�½�¾�¿ãÅ�ÒP®� �ä�å1Æ�æ�ç�èP¢1é�ê�ë1ì;Ä;Å��)í�Ã�«���î�ï;Õ�¹�ð�ñ
À Î º�·�¸1«�¹òÒ�®/ó��6ô�õ�Ò�Ç�ö�÷�ø/«�ù�����º�ú�¹�ð/Æ�æ�çòÅ�Æ1º�Ä/Å���Æ�û� �·�¸1ü�À
Î º�Ä1Å�À�ý�þãíÿ�;®�Ï1º�Ñ��;«���£�¤;Ö�×� �·	¸;Õ���� Í�Î�� ��Ø��1«���Ï�®�Õ���Ø�Ù;Ê�«
Ù
	���;Æ�·�¸1 �µ�¶;©�Õ���Ó�Æ ��� í�Æ;ó� �«
��Ã��1®�Ò��ÛÚ Ñ;Ä��;«�¹òÒÿî ±�� Í Õ���Ï
ê��1Ó� 6·�¸1«�¹��)º�»�¦a¼�½�¾�¿)è��P¡�¢1¥�¦)§1¨�©6ª1è��1Ï��1«��1æaÒ�Ç����)è������)º Ñ
í�Ã�«���»�¦�¼�½�¾�¿; �� � ñòÅ� � "!�´�ñ;«�#���º	Ï)ê��;Ó� "�
��ó�������º	Ñ
�$����î ±
� Í Õ��"%
� ²'&$( Â�®"�)�;Æ��

2 *)+�,
-). ¢/À�ô�õ�í �/Ç 3 +)/
0�1  $2;×

2



«����1Æ����)è������)º�� Å�ÏãÚ&·�¸)è�	AÚ Ñ�î ±�� Í Õ���
��1 ����¢1À����1Ê��1Æ�Ï����1�
���1Ê�«�Õ��

3× 4×K, 4× 4× 4 /�0�1 «�¹��)º�� � ¾�¿1 �������è��;æ��)º�Ñ î ±��  �¥������� Õ���¡�¢;¥	¦)§;¨�©�ª1è��/Ï�Æ�Ï����;Ê�Æ/ó�  Í�Î � �� � � ���!#"�Õ
��Ã&��º�À���$
Ãÿ�1Ç;Ä��ãÃ� "���/Ó)Ã�� ¬ �&% & Æ�µ�¶/©�  1 «�¹���º	»�¦�¼�½�¾�¿1 "��'1 "!�(�è��1æ��ºPý�))ó�*�Ö�«�+/Ð�º�Ñ ±�� Í Õ���$òÃ��1Ç�»�¦k¼�½�¾�¿; �, % Æ�¨�-/.�è�+/Ð�®�� � �1Ä� 
�
�;Õ��

3 +�/
0
1�0�1  �í��32 ��Æ�·�¸ «�¹òÒ|®�4�5òê6 ��òí�� º�Ä;ÅPÀ	É�7òíÿ�kº�Ñkí�Ã«1Ä� �·�¸1Õ���£6¤�¡�¢�81«���Ï�®1ó�9#:�;1Ï�·�¸1 �<)Å��ãÅ�Ò�®�=)Ð1Ã&�;®�� � �|î ±�� À��
> £�8ãÅ�£�¤�?�¡�¢�8; �@�AÛÒ�Å�Æ � ��B1Ç�Æ�¥�¦�§/¨�©�ª� ���C�D;·�¸�E�F;À	É�7òí���º�Ñ
��Ç���	 ÅHG�è!ô�õ�ÒPÇ

2 +
/�0
1 Ó�Ã| �µJI��k¨�I�ß!Õ�K�L Í�Î º�!NM;� 2 +
/
0�1 À��O Ê�P �RQ ¦�è�ë1ì����1«�Õ��6»�¦�¼�½�¾�¿; ����;ÕTSVU Í Æ�Ï�Ñ2î ±�� Í Õ�� Ä� �·�¸1«"�
Ï�®1ó���� � »�¦�¼�½P¾�¿1 �������è �1æ���º�Ñ1Ä� ����/Õ���W�(�ß�X�½�  °�± ÅZY�[;«�#��
ÒP®�� � ��D;Õ �&> £�8òÅ&¡�¢�8;��\���] ±  �@�AòÒ�Å�Æ��®�Ï;º	Ñ
í�Ã�«�� °�±3^ Í  $���ãÅ�Ò�®���� � »�¦�¼�½�¾�¿; �� O Å���� � »�¦�¼�½P¾�¿1À"!�´1Ê�«

�
����º�Ç�Â� �_���` /�a�b � �;¬�c���
��1«��3d�ºR��1 �e�f�g�Ð�è�¹�ð�h/ �i��òÅ�Ò�®�õjNk Ò|ÇkÅ & «���h/ �i)�/«)#�� º	»	¦ ¼�½|¾�¿  �l�m�ñÛÅ|��l�m)� � »	¦k¼�½P¾ ¿/ n� O �
l�m�� � »�¦�¼�½�¾�¿;À�!�´;Ê�«��
����º�Ç�Â� �_���` /�a�b ��Æ�û�è�+/Ð�º�Ñ1Ä�fòÃ� ����ó$��Ç���¡�¢;¥	¦�§;¨�©�ª;è �;Ï�Æ�Ï������;Ê�Æ�o�p/Ó)Ã&$òÃ&f�º�ó�  Í�Î º�Ñ
»�¦)¼�½�¾�¿; �� O D;�  � "� � ñ/� !�´�� � ñ;«�#)ÒP®�Õ���q 0�r Æ�·�¸/À�¢1é�ê������º�Ñ�Ä�f Ã� �q 0�r ·2¸1« �1Ï�®6Õ���î ±��  �s�t Í�u�v �)º2ÑRwãÅ�Ò�®6Õ��Rx#y û� �� 2 *�+

, - . ¢8À¯ô6õ ízf8Ç 3 + / 0 1 « #{�aº2»�¦a¼¯½ ¾¯¿8 |�}� · ¸ « ¹ Ò ® � 3×4×K, 4×4×4

/�0�1 «��/Ï�®�Õ�� !�´�� � ¾�¿1 	���1À�~3U)íZf1Ç�À�� !��/  I × J ×K /�0�1 «�¹ãÒ�®1ó*��1Æ"!�´�� � ¾�¿1À�������º� �Ó��)Å�ÏãÚ�·�¸1À Î º�Ñ�*��;«���+;Ð;ÃZf/Ç�·�¸;«�¹ãÒ���»
¦k¼�½�¾�¿�è����/Ê�«�£�¤���º�Ä/Å�Æ�êÿ�"� � »	¦�¼�½�¾�¿; �!�´�ñ�è��;õ��)º	¥�¦�§1¨�©�ª
 ���C;«;ó�93:�À Î º�À��1ÄRf�ó�Ø��J� Í Õ�q 0�r Í�Î º�Ñ|l�m�ñãÅ� �#��/Ó�Ã�Õ������1®� !�´�� � »�¦�¼�½�¾�¿1Õ�*�Ö�«"!�´�l�m�� � »�¦�¼�½�¾�¿ Í�Î º�Ç�Â�� � � »�¦�¼�½�¾�¿1À"!
´/Ê�«�õ���Ã�����Ó"�1��!�´�l�m�� � »�¦)¼�½�¾�¿1À������)ºRw/À�������º�Ó)û/Ú�Ó�«�93:�À
Î º�À���Ø��; )Å�Ä����� � ;¬�Ú&Æ�w/Õ��TSRU�Æ�w�è���Ï�®�Õ����;Ó��®�Ï�Æ�Ï�Ñ���Ç��1¬ �
� *  �·	¸/«�¹��kº � � ¾�¿/ "�/æ;ó	�$���/Æ�·�¸ Í�Î º�Ñ	î ±
� Í Õ�� 3 +�/�0�1 «�¹���º�
�)èR�#��Ò�®������¢;À����1®

2
Í�Î º�¬�Ú&Æ

4 +�/�0�1 «
#)Ò�®��{���;®� ���������¦1«¹���º�� � »�¦k¼�½�¾�¿1��l�m�� � »�¦)¼�½�¾�¿�è�£�¤ãÒ��� � ������)è�+;Ð�º	Ñ

3


