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現昆 制御工学やロ ボ ッ ト工学o) 分野におい て ｢ 非ホ ロ ノミ ッ クシステム｣ の研究が数多く行なわれて い

る . こ の非ホ ロ ノ ミ ッ クシステム は ｢ 非可積分な拘束条件が存在 して , そ の拘束条件によ っ て振 る舞 いが支

配されるシステ ム｣ と定義され, 車
･ 蛇 口 ポ ット ･

宇宙 ロ ボ ッ ト
･

転がる コ インや球
･ 劣駆動マ ニ ピ ュ レ

ー

タなど物理学や工学の分野にお い ても数多くの例を見る ことができる. 非 ホ ロ ノ ミ ックシステ ムに関して

これまで行われて い た研究にお いて ,
扱われて いる非ホ ロ ノ ミ ッ ク拘束条件の クラスの ほとんどは ｢ 線形拘

束｣ と呼ばれる速度に関 して線形なものである. そ の線形拘束の可積分性 ･ 非可積分性は ,
F r o b e ni u s の 定

理や分布のイ ンポリ ュ
- テ ィ ブ性などを用い て判定できる こ とが

一

般的に知られて い る ･

一

九 速度に関して アフ ァイ ン であるような ｢ ア フ ァ イ ン拘束｣ と呼ばれ る拘束条件も存在 し, 図 1 に

あるような初期角運動量を持つ 宇宙ロ ボ ッ ト
･

回転盤上の コ イ ンや球 . 空気 の入 っ たタイヤ
･

劣駆動 マ ニ

ピ ュ レ ー タ ･ 水中移動体などの システムにおける拘束条件はそ の典型的な併で ある . 多様体 Q 上の点を q ,

速度ベクトルを々 ∈ T qQ とする と, ア フ ァ イ ン拘束は n - m 個( ただし n >
r

m と す る) の拘束条件の組で

A (q) + B (q)4 - 0 の ように記述され る .
こ こ で A (q) は n - m 次元列ベク トル ,

B (q) 紘 ( n - m ) × n 型行

列である . ア フ ァイ ン拘束は線形拘束を含む, さらに広いクラスの拘束条件であると い える ･ しか し
,
そ の

ようなアフ ァイ ン拘束の可積分性
･ 非可積分性を判定するための多様体上のベクトル場に関する条件は,

一

般 的に今まで知られておらず, 微分幾何学や解析力学でも この分野の研究はばとん ど行われて い なか っ た ･

そ の ため
,
ア フ ァイ ン拘束を受ける運動学システム

･ 動力学シス テムの非線形制御論的解析も, 現在まで全

く行われ て い なか っ た .

( a) 初期角運動量を持 つ 宇宙 ロ ボ ッ ト (b) 回転盤上の球 ( c) 劣駆動 マ ニ ピュ レ
ー タ

図 1 : ア フ ァ イン拘束を受け る シ ス テムの物理的
･ 工 学的例



(1) ア フ ァイ ン 拘束 の可積分
･ 非可積分性

微分幾何学

t
非線形制御

(2) アフ ァ イ ン 拘束 の可積分
･ 非 可積分性と多様体の葉層構造

(3) ア フ ァ イン拘束を受 ける

運動学的非対称アフ ァ イン シ ス テムの

可到達性

(4) 非ホ ロ ノミ ッ クア フ ァイ ン拘束を受ける

運動学的非対称ア フ ァ イ ン シス テムの

可制御性と可安定性

(5) アフ ァ イ ン拘束を受ける

非ホ ロ ノ ミ ッ ク動力学 シ ス テム の

非線形制御論的解析

】

運動学 シ ス テム ∴ 動力学シ ス テム
I

L

図 2 : 本論文の構成

そ こで本論文では ,
こ の ア フ ァイン拘束を微分幾何学

･ 非線形制御論の両方から解析する ことを目的とし

て い る . 本論文の流れを図に示すと図2 の ようになる . 本論文は大きく, (1)
･

(2) か ら成る ｢ 微分幾何学的

解析｣ のパ ー ト と
, (3)

･

( 4)
･

(5) か ら成る ｢ 非線形制御理論的解析｣ の パ
ー ト に分ける ことができる . さら

に後者は (3)
･

( 4) の ｢運動学シス テム｣ と(5) の ｢動力学システ ム｣ に分ける ことがで きる ･ 以下, そ れぞ

れのパ
ー

トに関して具体的な説明を行う.

(1) ア フ ァ イン拘束の定義と諸性質

本パ
ー トでは

,
本論文を通 して扱う ｢ ア フ ァ イ ン拘束｣ と それに関連した諸性質に つ いて説明してお り,

本論文の最も基本的に部分に位置 して い る. まず
,
本論文を通 して我々が扱うアブ アイ ン拘束とそれに関係

した概念に つ い て定義を与え る. つ ぎに , 我々が新 しく提案 した ｢ ア フ ァ イ ン指数｣ を用いて アフ ァイ ン拘

束を ｢ 完全線形拘束｣
. ｢部分アフ ァイ ン拘束｣ ･ ｢完全ア ブ ア イ ン拘束｣ の 3 種類に分類する方法を示す. そ

して
,
ア フ ァ イ ン拘束を解析するのに重要な役割を果たす幾何学的表現を説明し, さらに, そ の幾何学的表

現が満たすいく つかの性質を導い て い る . 最後に, 実際の物理
･ 工学 シ ステ ムにおい て ,

ア フ ァ イ ン拘束を

受けるような例を いく つか示 しており, こ れ らは後の章でも具体例 として用い られ る.

(2) ア フ ァイン拘束の可積分性
･

非可積分性

･ 本パ
ー

トで は ,
ア フ ァ イ ン拘束が可積分

･ 非可積分となるための条件を導出する. まず
,
時間空間 R と

多様体 Q の積多様体 R x 馴 こおける微分幾何を考え ,
そ の積多様体上におい ても F r o b e ni u s の定理が成立

する こ とを壷明 してい る . つ ぎに ,

､
ア フ ァイ ン拘束が ｢ 完全可積分｣

･ ｢ 部分非可積分｣
･ ｢完全非可積分｣ の

それぞれ となる ため に必要十分条件を導いて い る. 特に , ある分布を計算するこ とによ っ て ,
与 えられたア

フ ァイン拘束がどの場合となるかが判定で普るこ とを示す. さらに, 完全可積分
･

部分非可積分の場合に は

可積分なア フ ァイ ン 拘束が存在するが , 実際にその第 1 積分を求め るためのフ ロ
ー を用 いたアル ゴリズム

を提案して い る . そ して
,
上記 3 つ の場合にお い て ,

多様体にお い てどのような菓層構造が形成され るかを

解析 して い る . 完全可積分
･ 部分非可積分の場合には , 多様体がそれ よりも次元の 低い乗層構造を形成し,

ァ フ ァ イ ン正,qrl 点集合( A (q) ≠0 とな る点の集合) では時変的な菓層構造を形成 し, ア フ ァ イ ン平面点集合

( A (q) - 0 と なる点の集合) では時不変的な葉層構造を形成する こ とを明らか にする･ ま た
･ 完全罪可積分

の場合にはすべ て の点はア フ ァイ ン平衡点となり, 多様体には葉層構造は形成されない こ とが分か っ た ･ そ

れ らをまとめると表 1 の ようになる .

(3) ア フ ァイン拘束を受ける運動学的非対称ア フ ァ インシス テムの可到達性

こ? (3) と次の(4) で は ,
多様体を配位多様体 に限定 して ,

そ の多様体上で の運動学モ デル を考えて い る ･

本パ ー トでは ,
ア フ ァ イ ン拘束の可積分 ･ 非可積分性と運動学的非対称アフ ァイ ン システムの可到達性の

関連を調べ て い る . まず, ア ブ ア イ ン拘束とある仮定を満たす制御入力から
一

意に ｢ 運動学的非対称アフ ァ

イ ン システム｣ が得られる こ とを示して い る .
つ ぎに

,
ア ブ ア イ ン拘束がそれぞれ完全可積分

･ きβ分非可積
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分 .

完全非可積分 となる場合の菓層構造におい て ,
運動学的非対称ア フ ァイ ン システ ムの可到達集合がどの

ように分布 して い るかを調べ た. そ の結果より, 運動学的非対称アフ ァイ ンシステムが居所可到達 ･ 局所強

可到達 とな るため の アフ ァイ ン拘束に 関する必要十分条件を導いて い る .

そ の結果, 今まで知られて いな か っ た以下の 2 つ の重要な結果を得て い る. (i) ア フ ァ イ ン拘束の 中に 1

つ だけ可積分なもの が存在して いて も運動学的非対称ア フ ァイ ン システムが局所可到達となる場合が存在

する , (ii) ア フ ァ イ ン拘束の完全可積分性と運動学的非対称アフ ァイ ン シス テム の 局所強可到達性が等価で

ある. 本パ
ー

トでの結果をま とめると表 1 の ようになる .

表 1 : ア ブ ア イ ン拘束 の可積分 ･ 非可積分性と菓層構造 , 運 動学的非対称アフ ァ イ ン シ ス テ ム の 可到達性

( 記号 の説明 ○ : 成立 △ : 条件付きで成立 × : 不成 立)
■

菓層構造 局所可到達 局所強可到達

完全可積分
アフ ァイ ン正則点 m 次元時変菓層構造 △ ×

アフ ァイ ン平衡点 m 次元時不変葉層構造 × ×

k 次元部分非可積分

( m < k < n )

アフ ァ イ ン 正則点 k 次元時変菜層構造 △ ×

アフ ァ イン 平衡点 k 次 元時不変莫層構造 × ×

完全非可積分 アフ ァ イン 平衡点 菓層構造 に分かれない ⊂) ○

(4) 非ホ ロノミツ クアフ ァイン拘束を受ける運動学的非対称ア ファ インシステムの可制御性
･ 可安定性

本パ
ー

トでは ,
ア フ ァイ ン拘束を完全非可積分(非ホ ロノミ ック) である と仮定し, 運動学的非対称アフ ァ

インシステムの可制御性 ･ 可安定性につ い て論じて い る. 運動学的非対称アブ アイ ン シス テム の線形近似シ

ステムを考える こ とに より, 局所可制御性となるた めの十分条件を導 いて い る. そ して
,
運動学的非対称ア

フ ァイ ンシステムが平衡点 へ 線形フ ィ
ー ドバ ッ クによ っ て局所漸近安定化でき るための十分条侃 ならびに

なめらかな非線形フ ィ
ー ドバ ッ ク によ っ て局所漸近安定化で きるための必要条件を導出 して い る .

そ の結果
,
従来非ホ ロ ノミ ッ ク運動学システ ムに関して

一

般的に知られて い たような事実に反する ｢ 線形

近似システ ムが可制御｣ や ｢ なめ らか な非線形フィ
ー ドバ ッ ク で安定化可能｣ と い っ た性質を満たすクラス

のアフ ァイ ン拘束が存在する ことが示された . さらに線形フ ィ
ー ドバ ッ ク の ような非常に簡単な制御則で も

安定化できて しまうようなシステ ムも存在する こ とが分か っ た . 本 パ
ー

トでの結果をま とめ ると表 2 の よ

うになる .

表 2 : 非ホロ ノミ ッ クアブ アイ ン拘束を受ける運動学的非対称 ア ブ ア イ ンシ ス テムの非線形制御論的特徴

(記 号 の説明 ○ : 成 立 △ : 条 件付きで成立 × : 不成立)

可到達性 可制御性 可安定性

局所強可到達性 線形近似 シ ス テム s u s s 皿 皿 n の 定理 線形 フ ィ
ー

ド 非線形 フ ィ
ー ド

( 必要十分条件) (十分条件) (十 分条件) バ ッ ク(十分条件) バ ッ ク(必要条件)

完全線形拘束 ○ × ○ × ×

部分アフ ァ イ ン拘束 ○ × △ × ×

完全アフ ァ イ ン拘束 ⊂) △ △ △ △

(5) ア フ ァ イン拘束を受ける非ホロ ノミ ツク動力学システムの非線形制御論的解析

本パ ー トで は
,
ア ブ アイ ン拘束を受ける非ホ ロ ノミ ッ ク動力学システムの非線形制御論に基づく解析を

行 っ て い る. ま ず
,
ア フ ァイ ン拘束を受ける非ホロ ノミ ツ タ動力学システムを導出し, こ れに静的フィ

ー

ド

バ ッ ク変換則を施して ｢ n o r m a l fo rm ｣ を求め て い る. そ の n o rm al f o rm のベ クトル場の計算に より, こ の シ

ス テムが任意の点にお い て強可到達で ある こ とを示すこ とができる. つ ぎに
,
局所可帯櫛 陸となるた めの

n o r m al f . , m の線形近似システム を用いた十分条件, また S u s s m a n n の 定理を応用した, ア フ ァ イ ン拘束の

幾何学的表現につ いて の ベ クトル場に関する十分条件を導い て い る . そ して
,
n o rm al f o r m が平衡点 へ 線形

フ ィ
ー

ドバ ッ クによ っ て局所漸近安定化で きるための十分条件 , な らびになめらかな非線形フィ
-

ド バ ッ ク

によ っ て局所漸近安定化で きるため の必要条件を導出してt･
､ る ･



その結果
, (4) と同様に従来非ホ ロ ノミ ック動力学システムに関 しても

一

般的に知られて いた ような事実

に反する ｢ 線形近似システ ムが可制御｣ や ｢ なめらかな非線形フィ ー

ドバ ックで安定化可能｣ と い っ た性質

を涼たすク ラス のア フ ァ イン拘束が存在する こ とが示され た . さらに線形 フィ
ー ドバ ッ ク の ような非常に

簡単な制御則でも安定化できて しまうようなシステ ムも存在する こ とが分か っ た . そ れらをまとめると表 3

の ようになり
, ( 4) で の解析結果の表 2 と非常に近 い ( そ れぞれの条件は多少異なる) こ とが分か っ た .

表 3 : アフ ァ イ ン 拘束を受ける非ホロ ノ ミ ッ ク動力学 シ ス テムの非線形制御論的特徴

(記号 の説明 ○ : 成立 △ : 条件付きで成立 × : 不成立)

i 可到達性 可制御性 可安定性

局所強可到達性 線形近政シ ス テム s u s s m an n の 定理 線形 フ ィ ー ド 非線形 フ ィ ー ド

( 盛要十分条件) ( 十分条件) (十分条件) バ ッ ク(十分条件) バ ッ ク(必要条件)

完全線形拘束 ○ × ○ × ×

部分アフ ァ イ ン拘束 ○ × ∠ゝ × ×

完全アブ アイ ン拘束 ○ △ △ △ △

本論文では , 今までほ とん ど研究が行われてい なか っ た ｢ ア フ ァイ ン拘束｣ に関して ,
微分幾何学 と非線

形制御論とい う 2 つ の ア プロ
ー チ に よ っ て解析を行 っ て い る . 本論文で示さ

.
れ た結果は , 様々な分野にお

い てアフ ァイ ン拘束を扱うための数学的ツ
ー ルを与え , 特 に非線形制御論にお いて は, ア ブ アイ ン拘束とい

う新 しいクラスの制御問題を考えるための指針を与え る こ とが期待され る. 本論文に関係する今後の課題

と しては , (i) 劣駆動マ ニ ピ ュ レ
ー

タ ･ 水中移動体などの 2 階拘束条件の完全可積分条件, (ii) なめらかな非

線形フィ
ー ドバ ックを用 いて局所漸近安定化不可能である部分ア ファイン拘束を持つ システ ムに対する ｢ 拡

張チ ェ イン ドシステ ム｣ へ の変換や制御則の構築, (iii) ア ブ アイ ン拘束を考慮 した ｢拡蛋サブリ
ー マ ン多様

体｣ の幾何学的解析, などが挙げられる ,
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