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現昆 制御 工 学や ロ ボ ッ ト工 学o) 分野 にお い て ｢ 非ホ ロ ノ ミ ッ クシ ス テ ム｣ の研究が数多く行 な わ れ て い

る . こ の非 ホ ロ ノ ミ ッ クシ ス テ ム は ｢ 非可積分な 拘束条件が存在 して , そ の拘束条件に よ っ て振 る舞 い が支

配 さ れ る シス テ ム｣ と定義され, 車
･ 蛇 口 ポ ッ ト ･

宇宙 ロ ボ ッ ト ･

転が る コ イ ンや 球 ･ 劣駆動 マ ニ ピ ュ レ
ー

タなど物理学や工 学 の 分野 に お い て も数多く の 例を見 る こ とが で き る. 非 ホ ロ ノ ミ ッ ク シ ス テ ム に 関 して

こ れ まで 行わ れ て い た研究 に お い て
,
扱われ て い る 非ホ ロ ノ ミ ッ ク拘束条件の ク ラス の ほ と ん どは ｢ 線形拘

束｣ と呼ばれ る 速度 に関 して 線形なも の で あ る. そ の線形拘束の可積分性 ･ 非可積分性 は ,
F r o b e ni u s の 定

理や 分布 の イ ン ポリ ュ
- テ ィ ブ性などを用 い て判定できる こ とが 一

般的 に知られ て い る ･

一

九 速度 に 関 して ア フ ァ イ ン で あ る よ うな ｢ ア フ ァ イ ン 拘束｣ と 呼ばれ る 拘束条件 も 存在 し
, 図 1 に

あ る よ うな初期角運動量を持 つ 宇宙 ロ ボ ッ ト ･

回転盤上 の コ イ ン や 球 . 空気 の 入 っ た タイ ヤ ･

劣駆動 マ ニ

ピ ュ レ ー タ ･ 水中移動体などの シ ス テ ム に おける拘束条件 はそ の典型的な併で ある . 多様体 Q 上の 点を q ,

速度 ベ ク トル を々 ∈ T
qQ と する と

,
ア フ ァ イ ン 拘束 は n - m 個( た だ し n >

r

m と す る) の 拘束条件 の組 で

A (q) + B (q)4 - 0 の よ うに記述 され る .
こ こ で A (q) は n - m 次元列ベ ク トル

,
B (q) 紘 ( n - m ) × n 型行

列 で ある . ア フ ァ イ ン拘束は 線形拘束を含 む
,

さら に広 い ク ラ ス の拘束条件で あ る と い え る ･ しか し
,

そ の

よ うなア フ ァ イ ン 拘束の 可積分性 ･ 非可積分性を判定す る た めの多様体上 の ベ クトル 場 に関す る条件 は
,

一

般 的に 今ま で知られ て おらず, 微分幾何学や解析力学 でも こ の分野 の研究 は ば とん ど行 わ れ て い なか っ た ･

そ の た め
,

ア フ ァ イ ン 拘束を受ける運動学 シ ス テ ム ･ 動力学 シス テ ム の非線形制御論的解析 も
, 現在 まで 全

く行われ て い な か っ た .

( a) 初期角運 動量 を持 つ 宇宙 ロ ボ ッ ト (b) 回転盤 上の 球 ( c) 劣駆動 マ ニ ピュ レ
ー タ

図 1 : ア フ ァ イン 拘束を受け る シ ス テ ムの 物理的 ･ 工 学的例



(1) ア フ ァイ ン 拘束 の 可積分 ･ 非可積分性

微分幾 何学

t
非線形制御

(2) アフ ァ イ ン 拘束 の可 積分 ･ 非 可積分 性と多様 体の 葉層構造

(3) ア フ ァ イン 拘束 を受 ける

運動学 的非対称 アフ ァ イン シ ス テムの

可 到達性

(4) 非ホ ロ ノミ ッ クア フ ァイ ン 拘束 を受 け る

運動学 的非対称 ア フ ァ イ ン シス テムの

可制御 性と可安定性

(5) アフ ァ イ ン 拘束を受 ける

非ホ ロ ノ ミ ッ ク動力学 シ ス テム の

非線形制御論的解析

】

運動学 シ ス テム ∴ 動 力学シ ス テム
I

L

図 2 : 本論文の 構成

そ こ で 本論文で は
,

こ の ア フ ァ イ ン拘束を微分幾何学 ･ 非線形制御論の 両方か ら解析する こ と を目的 と し

て い る . 本論文 の 流 れ を図に 示す と 図2 の よう にな る . 本論文は 大きく
, (1)

･

(2) か ら成 る ｢ 微分幾何学的

解析｣ の パ ー ト と
, (3)

･

( 4)
･

(5) か ら成る ｢ 非線形制御理論的解析｣ の パ ー ト に分ける こ と がで きる . さ ら

に後者は (3)
･

( 4) の ｢運動学 シス テ ム｣ と(5) の ｢動力学シ ス テ ム｣ に 分ける こ とがで きる ･ 以下, そ れ ぞ

れ の パ ー

トに 関 して 具体的な説明を行う.

(1) ア フ ァ イン 拘束の 定義と諸性質

本パ ー トで は
,

本論文を通 して 扱う ｢ ア フ ァ イ ン 拘束｣ と そ れ に 関連 し た諸性質に つ い て 説明 して お り,

本論文の 最 も基本的 に部分 に位置 して い る. まず
,
本論文 を通 して 我々 が扱うア ブ ア イ ン拘束 とそ れに 関係

した 概念に つ い て定義を与え る . つ ぎに
, 我々 が新 しく提案 した ｢ ア フ ァ イ ン指数｣ を用 い て ア フ ァ イ ン 拘

束を ｢ 完全線形拘束｣ . ｢部分 ア フ ァ イ ン 拘束｣ ･ ｢完全 ア ブ ア イ ン 拘束｣ の 3 種類 に 分類す る方法 を示す. そ

して
,

ア フ ァ イ ン 拘束を解析す る の に重要な役割を果た す幾何学的表現 を説明 し
,

さ らに
,

そ の 幾何学的表

現が 満たす い く つ か の 性質を 導 い て い る . 最後 に
,

実際 の物理 ･ 工 学 シ ステ ム にお い て
,

ア フ ァ イ ン 拘束を

受ける よ うな例を い く つ か 示 して お り,
こ れ ら は後 の 章で も具体例 と して 用 い られ る.

(2) ア フ ァ イ ン拘束 の 可積分性
･

非可積分性

･ 本 パ ー

トで は
,

ア フ ァ イ ン 拘束が可積分 ･ 非可積分 と なる た めの 条件 を導出す る. ま ず
,

時間空間 R と

多様体 Q の 積多様体 R x 馴 こお け る微分幾何 を考 え
,

そ の積多様体上 にお い て も F r o b e ni u s の定理 が成立

す る こ とを壷明 して い る . つ ぎに ,

､
ア フ ァ イ ン 拘束が ｢ 完全可積分｣

･ ｢ 部分非可積分｣ ･ ｢完全非可積分｣ の

そ れ ぞれ とな る ため に必要十分条件 を 導 い て い る. 特に , ある分布を 計算す る こ と に よ っ て
,
与 え られ た ア

フ ァ イ ン拘束がどの 場合となる か が判定で 普 る こ と を示す. さら に, 完全可積分
･

部分非可積分 の場合に は

可積分なア フ ァ イ ン 拘束が存在す るが
, 実際 に そ の 第 1 積分 を 求 め る ため の フ ロ

ー を用 い た ア ル ゴ リ ズ ム

を 提案 して い る . そ して
,

上記 3 つ の 場合 にお い て
,
多様体 にお い て ど の よ うな菓層構造が形成 され るか を

解析 して い る . 完全可積分 ･ 部分非可積分 の 場合 に は
, 多様体がそ れ よ り も次元 の 低 い 乗層構造を形成 し

,

ァ フ ァ イ ン 正,qrl 点集合( A (q) ≠0 とな る点 の集合) で は 時変的な菓層構造を形成 し
,

ア フ ァ イ ン 平面点集合

( A (q) - 0 と な る点 の集合) で は 時不変的な葉層構造を形成す る こ とを 明らか に す る･ ま た
･ 完全罪可積分

の 場合 に は すべ て の 点は ア フ ァ イ ン平衡点 と なり, 多様体 に は葉層構造 は形成 さ れ な い こ とが分か っ た ･ そ

れ らをま と め る と表 1 の よ うに な る .

(3) ア フ ァ イ ン拘束を受ける運動学的非対称ア フ ァ イン シ ス テ ム の可到達性

こ? (3) と次 の(4) で は
,
多様体 を配位多様体 に限定 して

,
そ の多様体上で の 運動学モ デル を考 え て い る ･

本パ ー トで は
,

ア フ ァ イ ン 拘束の 可積分 ･ 非可積分性 と運動学的非対称 ア フ ァ イ ン シ ス テ ム の 可到達性の

関連を調 べ て い る . まず,
ア ブ ア イ ン 拘束 と ある 仮定を満たす制御入力 か ら

一

意に ｢ 運動学的非対称 ア フ ァ

イ ン シ ス テ ム｣ が得られ る こ とを 示 して い る .
つ ぎに

,
ア ブ ア イ ン拘束がそ れ ぞれ 完全可積分 ･ きβ分非可積

2



分 .

完全非可積分 とな る場合の 菓層構造 に おい て
,
運動学的非対称 ア フ ァ イ ン シス テ ムの 可到達集合がどの

よう に分布 して い るか を調 べ た. そ の結果 よ り, 運動学的非対称 ア フ ァ イ ン シ ス テ ム が居所可到達 ･ 局所強

可到達 とな る た め の ア フ ァ イ ン 拘束 に 関す る必要十分条件 を 導 い て い る .

そ の 結果, 今まで 知られ て い な か っ た 以下 の 2 つ の 重要 な結果を得 て い る. (i) ア フ ァ イ ン拘束 の 中に 1

つ だけ可積分 な も の が存在 し て い て も運動学的非対称 ア フ ァ イ ン シ ス テ ム が局所可到達 と な る 場合が 存在

す る , (ii) ア フ ァ イ ン 拘束 の完全可積分性 と運動学的非対称 ア フ ァ イ ン シス テ ム の 局所強可到達性が等価で

ある. 本パ ー

トで の結果をま とめ る と表 1 の よう に なる .

表 1 : ア ブ ア イ ン拘束 の 可積分 ･ 非可積分性と菓層 構造 , 運 動学的非対称 アフ ァ イ ン シ ス テ ム の 可到達性

( 記号 の説 明 ○ : 成立 △ : 条件付 きで 成立 × : 不成 立) ■

菓層 構造 局所可 到達 局所強可 到達

完全可積 分
アフ ァイ ン正 則点 m 次元 時変菓層構 造 △ ×

アフ ァイ ン平 衡点 m 次元時不 変葉層 構造 × ×

k 次元部分非可積分

( m < k < n )

アフ ァ イ ン 正則点 k 次元時変菜 層構造 △ ×

アフ ァ イン 平衡点 k 次 元時不 変莫層構造 × ×

完全非可積 分 アフ ァ イン 平衡点 菓層構 造 に分かれない ⊂) ○

(4) 非ホ ロ ノミ ツ クア フ ァ イ ン拘束を受ける運動学的非対称ア フ ァ イン シ ス テ ム の 可制御性 ･ 可安定性

本パ ー

トで は
,

ア フ ァ イ ン 拘束を完全非可積分(非ホ ロ ノ ミ ッ ク) で ある と仮定 し
, 運動学的非対称 ア フ ァ

イ ン シ ス テ ム の 可制御性 ･ 可安定性 に つ い て 論 じて い る. 運動学的非対称 ア ブ ア イ ン シス テ ム の 線形近似シ

ス テ ム を考 え る こ とに より
,

局所可制御性とな るた めの十分条件を導 い て い る. そ して
,
運動学的非対称ア

フ ァイ ン シ ス テ ム が平衡点 へ 線形 フ ィ
ー ドバ ッ ク に よ っ て 局所漸近安定化 で き るた め の 十分条侃 な らびに

な め らか な 非線形 フ ィ
ー ドバ ッ ク に よ っ て 局所漸近安定化で きる た め の 必要条件を導出 して い る .

そ の 結果
,
従来非ホ ロ ノ ミ ッ ク運動学 シ ステ ム に 関 して

一

般的に 知られ て い た ような 事実 に反する ｢ 線形

近似 シス テ ムが可制御｣ や ｢ なめ らか な非線形 フ ィ
ー ドバ ッ ク で 安定化可能｣ と い っ た 性質を満 た すク ラ ス

の ア フ ァ イ ン 拘束が存在す る こ と が示され た . さ らに線形フ ィ
ー ドバ ッ ク の よ うな 非常に 簡単な制御則で も

安定化 で きて しま う ようなシ ス テ ム も存在す る こ とが分 か っ た . 本 パ ー

トで の 結果を ま とめ る と表 2 の よ

う に なる .

表 2 : 非ホロ ノミ ッ ク アブ アイ ン拘 束を受ける運動学 的非対称 ア ブ ア イ ンシ ス テムの 非線 形制御論 的特徴

(記 号 の説明 ○ : 成 立 △ : 条 件付 きで 成立 × : 不成立)

可到達 性 可制御 性 可安定性

局所強可到 達性 線 形近 似 シ ス テム s u s s 皿 皿 n の 定理 線 形 フ ィ
ー

ド 非線形 フ ィ
ー ド

( 必要十分 条件) (十分条件) (十 分条件) バ ッ ク(十分条件) バ ッ ク(必要条件)

完全線形拘束 ○ × ○ × ×

部分 アフ ァ イ ン拘 束 ○ × △ × ×

完全 アフ ァ イ ン拘 束 ⊂) △ △ △ △

(5) ア フ ァ イン拘束を受ける非ホ ロ ノ ミ ツ ク動力学 シ ス テ ム の非線形制御論的解析

本パ ー トで は
,

ア ブ ア イ ン 拘束を受ける 非ホ ロ ノ ミ ッ ク動力学 シ ス テ ム の 非線形制御論 に 基づ く解析を

行 っ て い る. ま ず
,

ア フ ァイ ン 拘束を受け る非 ホ ロ ノ ミ ツ タ動力学シ ス テ ム を導出し
,

こ れに 静的 フ ィ
ー

ド

バ ッ ク変換則を施して ｢ n o r m a l fo rm ｣ を求め て い る. そ の n o rm al f o rm のベ クトル場 の計算に より
,

こ の シ

ス テ ム が任意 の 点 にお い て 強可到達で ある こ とを示す こ とが で き る. つ ぎに
,

局所可帯櫛 陸 とな るた めの

n o r m al f . , m の線形近似 シ ス テ ム を用い た 十分条件
,

ま た S u s s m a n n の 定理を応用 し た, ア フ ァ イ ン 拘束 の

幾何学的表現 に つ い て の ベ ク ト ル場 に 関す る十分条件を 導 い て い る . そ して
,

n o rm al f o r m が平衡点 へ 線形

フ ィ
ー

ドバ ッ ク に よ っ て 局所漸近安定化で きる た め の十分条件 , な らびに な め らか な 非線形 フ ィ
-

ド バ ッ ク

に よ っ て 局所漸近安定化 で き る た め の 必要条件を 導出 してt･ ､ る ･



その 結果
, (4) と 同様 に従来非ホ ロ ノ ミ ッ ク動力学 シ ス テ ム に 関 して も

一

般的に 知られて い た ような事実

に 反す る ｢ 線形近似 シス テ ム が可制御｣ や ｢ なめらか な非線形 フ ィ
ー

ドバ ッ ク で安定化可能｣ と い っ た性質

を涼た す ク ラス の ア フ ァ イ ン 拘束が存在す る こ とが示 さ れ た . さら に線形 フ ィ
ー ドバ ッ ク の よ うな 非常 に

簡単な制御則 で も安定化で き て しまうよ うなシ ス テ ム も存在する こ とが分か っ た . そ れ らを ま と め る と 表 3

の よう に な り
, ( 4) で の 解析結果の 表 2 と非常 に近 い ( そ れ ぞれ の 条件 は 多少異な る) こ と が分 か っ た .

表 3 : アフ ァ イ ン 拘束を受 け る非 ホロ ノ ミ ッ ク動力学 シ ス テムの 非線形 制御論 的特徴

(記号 の 説明 ○ : 成立 △ : 条件 付きで 成立 × : 不成立)

i 可到 達性 可 制御性 可 安定性

局所強可到達性 線形近政シ ス テム s u s s m an n の 定理 線形 フ ィ
ー ド 非線 形 フ ィ

ー ド

( 盛要十 分条件) ( 十分 条件) (十分条件) バ ッ ク(十分条件) バ ッ ク(必要条件)

完全 線形拘束 ○ × ○ × ×

部分アフ ァ イ ン拘 束 ○ × ∠ゝ × ×

完全 アブ アイ ン拘束 ○ △ △ △ △

本論文 で は
, 今まで ほ とん ど研究が行われて い なか っ た ｢ ア フ ァイ ン 拘束｣ に 関 して

,
微分幾何学 と非線

形制御論 と い う 2 つ の ア プロ
ー チ に よ っ て 解析を行 っ て い る . 本論文 で 示 さ

.
れ た 結果 は

, 様々 な分野 に お

い て ア フ ァ イ ン 拘束を扱うた め の 数学的 ツ ー ル を与 え
, 特 に非線形制御論 に お い て は

, ア ブ ア イ ン 拘束と い

う新 し い ク ラ ス の 制御問題を考え る た めの指針を与え る こ とが期待され る. 本論文に 関係する 今後 の 課題

と して は , (i) 劣駆動 マ ニ ピ ュ レ ー

タ ･ 水中移動体などの 2 階拘束条件 の 完全可積分条件, (ii) なめらか な非

線形 フ ィ
ー ドバ ッ クを用 い て 局所漸近安定化不可能 で ある部分ア ファイ ン 拘束を持 つ シ ステ ム に対す る ｢ 拡

張チ ェ イン ドシ ス テ ム｣ へ の変換や制御則 の構築, (iii) ア ブ ア イ ン 拘束を考慮 した ｢拡蛋 サ ブリ ー マ ン 多様

体｣ の 幾何学的解析, などが挙げられ る ,
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