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本論文では, 非対称な常微分作用素に対する逆スペクトル問題に関する一意性,再構成,安定性を考察し,
さらに減衰項を持つ波動方程式の初期境界値問題に対する逆問題への応用を考えた。

非対称な常微分作用素

AP = B
d
dx

+ P (x) =

(
0 1
1 0

)
d
dx

+

(
p11(x) p12(x)
p21(x) p22(x)

)

に対する固有値問題を考える。但し P (x)は一回連続的微分可能な複素数値行列関数である。この固有値
問題は様々な振動現象（電信方程式,粘性抵抗付き弦の振動）を記述しており,時間に依存しない一次元の
Dirac方程式も AP であらわすことができる。

逆スペクトル問題はスペクトルに関するデータから作用素を決定することであり,研究が数多くなされて
きた。しかしこれまでの研究は自己共役微分作用素に集中している。例えば, I. M. Gel’fand, B. M. Levitan,
V.A. Marchenko, B. Simonらによる Sturm-Liouville問題と Dirac問題に対する逆スペクトル理論に関す
る成果がある。本論文においてはGel’fand-Levitan理論の一般化として,非対称な常微分作用素に対する逆
スペクトル問題を考察した。

本論文は５章からなり,以下章ごとに主要結果を述べる。
第１章で次の固有値問題を考えた。

AP,µ,νϕ = λϕ, 0 < x < 1,

ϕ(2)(0) coshµ− ϕ(1)(0) sinhµ = ϕ(2)(1) cosh ν + ϕ(1)(1) sinh ν = 0.

(1)

以下 ϕ =

(
ϕ(1)(x)
ϕ(2)(x)

)
とおく。 µ, ν ∈ Cは定数であり, AP,µ,ν は AP,µ,νϕ = APϕで定義し,定義域

D(AP,µ,ν) = {ϕ ∈ (H1(0, 1)
)2 : ϕ(2)(0) coshµ− ϕ(1)(0) sinhµ = 0,

ϕ(2)(1) cosh ν + ϕ(1)(1) sinh ν = 0}
を持つ非対称な常微分作用素である。σ(AP,µ,ν) = {λi}1≤i≤N

⋃{λn}n∈Zとあらわされることが知られてい

る。問題（1）におけるスペクトル特性 S(P, µ, ν)を次のように定義する：

S(P, µ, ν) =
{
λi,mi, ρ

i,αi
}

1≤i≤N

⋃
{λn, ρn}n∈Z

.
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ただしmi ≥ 2は固有値 λiの代数重複度で, ρiはAP,µ,ν とAP,µ,ν の共役作用素A∗
P,µ,ν の定められた方法で

選ばれた一般化固有ベクトルの (L2(0, 1))2 でのスカラー積であり, ρn は AP,µ,ν と A∗
P,µ,ν の固有ベクトル

のスカラー積である。また, αi = (αi
1, · · · , αi

mi−1)はmi − 1次のベクトルで,その成分は AP,µ,ν と A∗
P,µ,ν

の一般化固有ベクトルから定められる。ここで ρi, ρn,α
iの定め方は本文の記述 (第一章の式 (1.2.13)の所,

その付録式 (2)(5)(10)(12)(13)(16))にゆずる。
結果を説明するため,いくつかの記号を導入する。

C(y, λ) =
∫ y

0

S(t, λ)dt, C(j)(y, λi) =
∫ y

0

S(j)(t, λi)dt, i, j ∈ N, (2)

C∗(x, λ) =
∫ x

0

S∗(t, λ)dt, C∗
(j)(x, λi) =

∫ x

0

S∗
(j)(t, λi)dt. (3)

とおく。ここで

S(x, λ) =

(
cosh(λx + µ)
sinh(λx+ µ)

)
, S∗(x, λ) =

(
cosh(λx+ µ)
− sinh(λx+ µ)

)
, (4)

S(j)(x, λi) =


j−1∑
k=0

xk

k!
γk(x, λi, µ)

j−1∑
k=0

xk

k!
δk(x, λi, µ)

 , S∗
(j)(x, λi) =


mi∑
k=j

αi
k

xk−j

(k − j)!
γk−j(x, λi, µ)

−
mi∑
k=j

αi
k

xk−j

(k − j)!
δk−j(x, λi, µ)

 . (5)

ただし αは α ∈ Cの共役複素数であり,

αi
mi

= 1, γk(x, λ, µ) =

{
cosh(λx + µ), k even
sinh(λx+ µ), k odd

, δk(x, λ, µ) =

{
sinh(λx+ µ), k even
cosh(λx + µ), k odd

とおく。さらに (x, y) ∈ [0, 1]2に対して行列関数 f(x, y), F (x, y)を

f(x, y) =
N∑

i=1

mi∑
j=1

C∗
(j)(x, λ

i)CT
(j)(y, λ

i)

ρi

+
∑
n∈Z

{
C∗(x, λn)CT (y, λn)

ρn
− C∗(x, µn)CT (y, µn)

}
,

(6)

F (x, y) =
∂2f

∂x∂y
(x, y) (7)

で形式的に定義する。但し ·T は転置行列をあらわし, ν0 ∈ Cとして σ(A0,µ,ν0 ) = {µn}n∈Z
, µn = nπ

√−1−
µ− ν0 とおいた。

定理 1.1. P =

(
p1 p2

u v

)
, Q =

(
q1 q2

u v

)
∈ (C1[0, 1]

)4
とする。このとき, S(P, µ, ν) = S(Q,µ, ν)が

成立すれば, P ≡ Qが成り立つ。
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以下

Ω = {(x, y) ∈ (0, 1)2 : 0 < y < x < 1}
とする。

定理 1.2. P =

(
p1 p2

u v

)
∈ (C1[0, 1]

)4
とする。このとき,式 (2)–(7)で定義される F (x, y)は

(
C1
(
Ω
))4

,(
C1
(
(0, 1)2 \ Ω

))4

に属し,次の積分方程式

F (x, y) +M(x, y) +
∫ x

0

M(x, τ)F (τ, y)dτ = 0, (x, y) ∈ Ω

は唯一の解M = (Mkl)1≤k,l≤2 ∈ (C1
(
Ω
))4
を持つ。さらに 0 ≤ x ≤ 1に対して次が成立する。

2(M12 −M21)(x, x) = (v − p1)(x) cosh
(∫ x

0

(p1 + v)(s)ds
)
+(p2 − u)(x) sinh

(∫ x

0

(p1 + v)(s)ds
)
,

2(M11 −M22)(x, x) = (v − p1)(x) sinh
(∫ x

0

(p1 + v)(s)ds
)
+(p2 − u)(x) cosh

(∫ x

0

(p1 + v)(s)ds
)
.

定理 1.1と定理 1.2はスペクトル特性から AP を決定する際の一意性と再構成法をそれぞれ与えている。特

に定理 1.2は非対称な常微分作用素に関して Gel’fand-Levitan理論に対応する結果を与えている。

第２章では第１章の再構成の安定性を調べた。以下常に P と P0の二行目の横ベクトルは一致していると

仮定する。ϑ = 0, 1として ‖ · ‖Cϑ は [0, 1]での Cϑ-ノルムをあらわすものとする。
定理 2.1. P0とP を (C1[0, 1])4の有界な集合に含まれ,かつ

∫ 1

0
trP0(s)ds =

∫ 1

0
trP (s)ds = 0とする。スペク

トル特性をそれぞれS(P0, µ, ν) =
{
λi

0,mi, ρ
i
0,α

i
0

}
1≤i≤N

⋃{
λ0

n, ρ
0
n

}
n∈Z
とS(P, µ, ν) =

{
λi,mi, ρ

i,αi
}

1≤i≤N⋃ {λn, ρn}n∈Z
とする。

N∑
i=1

(|λi − λi
0|2 + |ρi − ρi

0|2) +
N∑

i=1

mi−1∑
j=1

|αi
j − (αi

j)0|2 +
∑
n∈Z

(|λn − λ0
n|2 + |ρn − ρ0

n|2)

が十分小さくなると仮定する。 このとき,ある定数 C > 0が存在して, ϑ = 0, 1に対し

‖P − P0‖Cϑ

≤ C


N∑

i=1

(|λi − λi
0|+ |ρi − ρi

0|) +
N∑

i=1

mi−1∑
j=1

|αi
j − (αi

j)0|+
∑
n∈Z

(|n|+ 1)ϑ(|λn − λ0
n|+ |ρn − ρ0

n|)


が成り立つ。

定理 2.2. 定理 2.1において
∫ 1

0 trP0(s)ds =
∫ 1

0 trP (s)ds = 0以外の仮定をおく。ある定数 C > 0が存在し
て, ϑ = 0, 1に対し

‖P − P0‖Cϑ

≤ | lim
k→∞

(λk − λ0
k)|+ C


N∑

i=1

(|δ̃i|+ |ρi − ρi
0|) +

N∑
i=1

mi−1∑
j=1

|αi
j − (αi

j)0|+
∑
n∈Z

(|n|+ 1)ϑ(|γ̃n|+ |ρn − ρ0
n|)


となる。ただし δ̃i = λi − λi
0 − lim

k→∞
(λk − λ0

k), γ̃n = λn − λ0
n − lim

k→∞
(λk − λ0

k)。
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第３章において適当な条件を満たす与えられたデータから再構成された固有値問題 (1)のスペクトル特性
が与えられたデータと一致することを示した。結果は次である。

定理 3.1.
{
λi,mi, ρ

i,αi
}

1≤i≤N

⋃ {λn, ρn}n∈Z
が p21(x), p22(x), µを既知として (1)のような固有値問題に

対応するスペクトル特性となる必要十分条件は次のA1とA2である：

A1.
(i) λn と ρn が次のような漸近挙動を持つ:

λn = a0 + nπ
√−1 +O(

1
n
), ρn = 1 +O(

1
n
) (|n| → ∞).

ここで a0は定数である。

(ii) n ∈ Z, 1 ≤ i ≤ N に対して ρn �= 0, ρi �= 0, N � mi ≥ 2.

A2. F (x, y) が式 (2)–(7) で定義されるものとすると, F ∈ (
C1(Ω)

)4
, ∈

(
C1
(
(0, 1)2 \ Ω

))4

であって

x ∈ [0, 1]に対し FT (0, x)Bξ = F (x, 0)Bη = 0。ここで ξ = (coshµ sinhµ)T , η = (coshµ − sinhµ)T とお
いた。

第４章において第３章までに得られた結果を利用して,減衰項を持つ波動方程式の二つの係数を境界観測
データから再構成する問題を研究した。減衰項を含まない波動方程式に対する再構成問題はBlagoveshchenskij
によって解決されていたが,減衰項がある場合は対応する作用素が非対称であって困難な問題となり,未解
決の問題であった。次の初期値境界値問題を考える。

Lpu(x, t) = 0, 0 < x < 1,−T < t < T,

u(x, 0) = 0,
∂u

∂t
(x, 0) = δ(x), 0 ≤ x ≤ 1,

∂u

∂x
(0, t) =

∂u

∂x
(1, t) = 0, −T ≤ t ≤ T

ただし作用素 Lpは

Lp =
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
− p1(x)

∂

∂t
− p2(x)

∂

∂x

である。ここで T ≥ 2として, p1, p2は複素数値関数で p1, p2 ∈ C1[0, 1], δ(x) はディラックのデルタ関数で
ある。

定理 4.1. v(t) = u(0, t), −T ≤ t ≤ T とおく。超関数D′((0, 1)2)の意味で v(x+ y), v(x− y), v(−x+ y)及
び v(−x − y)の xについての偏微分を ∂

∂x とあらわす。さらに V (x, y) := (Vkl(x, y))1≤k,l≤2 を次のように

定義する:

V11(x, y) =
1
4

(
∂v(x+ y)

∂x
+
∂v(x− y)

∂x
− ∂v(−x+ y)

∂x
− ∂v(−x− y)

∂x

)
− δ(x− y),

V12(x, y) =
1
4

(
∂v(x+ y)

∂x
− ∂v(x− y)

∂x
− ∂v(−x+ y)

∂x
+
∂v(−x− y)

∂x

)
,

V21(x, y) =
1
4

(
−∂v(x+ y)

∂x
− ∂v(x− y)

∂x
− ∂v(−x+ y)

∂x
− ∂v(−x− y)

∂x

)
,

V22(x, y) =
1
4

(
−∂v(x+ y)

∂x
+
∂v(x− y)

∂x
− ∂v(−x+ y)

∂x
+
∂v(−x− y)

∂x

)
− δ(x− y).
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このとき, V ∈ (C1(Ω)
)4
かつ V ∈

(
C1
(
(0, 1)2\Ω

))4

である。しかも,積分方程式

V (x, y) +M(x, y) +
∫ x

0

M(x, τ)V (τ, y)dτ = 0, (x, y) ∈ Ω

は 0 ≤ x ≤ 1に対して次の関係

2(M12 −M21)(x, x) = −p1(x) cosh
(∫ x

0

p1(s)ds
)
+p2(x) sinh

(∫ x

0

p1(s)ds
)
,

2(M11 −M22)(x, x) = −p1(x) sinh
(∫ x

0

p1(s)ds
)
+p2(x) cosh

(∫ x

0

p1(s)ds
)

を満たす唯一の解M = (Mkl)1≤k,l≤2 ∈ (C1
(
Ω
))4
を持つ。

第５章では [0,∞)で作用素 AP を考えた場合にスペクトル関数の存在を示した。区間 [0, 1]で考えた場合
と異なり,この場合にスペクトル関数は一般に測度とならず,ある線形位相空間上の連続線形汎関数である。

K2(0,∞) = {a ∈ L2(0,∞) : aの台が (0,∞)でコンパクト }とおく。整関数 e(ρ)は e(ρ)に依存する定数
C と σが存在して |e(ρ)| ≤ C exp(σ|Imρ|) (ρ ∈ C)が成り立つとき, 指数型整関数と呼ぶ。Z を実直線で積
分可能な指数型整関数の集合から構成される線形位相空間とし, Z ′ を Z 上の線形連続汎関数の集合とする。

P (x) ∈ (C1[0,∞)
)4
が BP (x) = P (x)B を満たすとして P と µ ∈ Cに対して次の境界値問題を考える。

B
dϕ
dx

(x) + P (x)ϕ(x) = λϕ(x), 0 < x < ∞,

ϕ(0) =

(
coshµ sinhµ
sinhµ coshµ

)
.

(8)

ここで ϕ = (ϕ[1] ϕ[2]),

ϕ[1](·, λ) =

 ϕ
(1)
[1]

ϕ
(2)
[1]

 , ϕ[2](·, λ) =

 ϕ
(1)
[2]

ϕ
(2)
[2]


とおいた。ϕ−1の存在を示すことができるので ϕ−1 = (ψ[1](·, λ) ψ[2](·, λ))とおく。いま, f =

(
f (1)

f (2)

)
∈

(
K2(0,∞)

)2, g =

(
g(1)

g(2)

)
∈ (K2(0,∞)

)2
に対し,

ωk
f (ρ) =

∫ ∞

0

fT (x)ψ[k](x,
√−1ρ)dx, ω̃k

g (ρ) =
∫ ∞

0

ϕT
[k](x,

√−1ρ)g(x)dx, ρ ∈ R, k = 1, 2

とおく。このとき次の定理を証明した。

定理 5.1. 問題 (8)に対応する D = (Djm)1≤j,m≤2, Djm ∈ Z ′ が存在してすべての f, g ∈ (K2(0,∞)
)2
に

対し ∫ ∞

0

fT (x)g(x)dx =
2∑

j,m=1

∫ ∞

−∞
Djm(ρ)ωm

f (ρ)ω̃j
g(ρ)dρ
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となる。さらに,
(
K2(0,∞)

)2
の収束の意味で

f(x)=
2∑

j,m=1

∫ ∞

−∞
Djm(ρ)ωm

f (ρ)ϕ[k](x,
√−1ρ)dρ

=
2∑

j,m=1

∫ ∞

−∞
Djm(ρ)ω̃j

f
(ρ)ψ[m](x,

√−1ρ)dρ

が成り立つ。

P = P (x) が BP = PB を満たさない場合にも類似な結果も得られた。すなわちに 2 × 2 行列 R が

RB +BR = B かつ R2 = Rを満たすとして, ρ ∈ Rとする。次の二つの境界値問題を考える。
B
dϕ
dx

(x) + P (x)ϕ(x) = λϕ(x), 0 < x < ∞,

ϕ(0) = R

(9)


−dϕ̃
dx

(x)B + ϕ̃(x)P (x) = λϕ̃(x), 0 < x < ∞,

ϕ̃(0) = R.

(10)

任意の f, g ∈ (K2(0,∞)
)4
に対し,

ϕf (ρ) =
∫ ∞

0

f(x)ϕ(x,
√−1ρ)dx, ϕ̃g(ρ) =

∫ ∞

0

ϕ̃(x,
√−1ρ)g(x)dx

とおくと次が成り立つ。

定理 5.2. 問題 (9)と (10)に対応して D = RDR となる D = (Dkl)1≤k,l≤2 ∈ (Z ′)4 が存在して, f, g ∈(
K2(0,∞)

)4
に対し ∫ ∞

0

f(x)g(x)dx =
∫ ∞

−∞
ϕf (ρ)D(ρ)ϕ̃g(ρ)dρ

が成立する。さらに,
(
K2(0,∞)

)4
の収束の意味で

f(x) =
∫ ∞

−∞
ϕf (ρ)D(ρ)ϕ̃(x,

√−1ρ)dρ =
∫ ∞

−∞
ϕ(x,

√−1ρ)D(ρ)ϕ̃f (ρ)dρ.
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