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本論文で は, 結び目のデ ー ン手術 によ っ て クラインボトルが生じる という

状況 に つ い て考察して い る . デ ー ン手術 と は , 元 の多様体か ら新 たな多様体

を構成する 一

つ の手段で あり, これまで さ まざまな人たちによ っ て数多くの

研究がなされて きた. 以下で , デ ー ン手術 とは何か, どの ような結果が知ら

れ て い るめか を説明しながら , 論文の 内容 を述 べ る .

K を閉 3 次元多様体 ∑内の区分的線形な結び目とする ･ K の 正則近傍 N( K )
を考 えると位相的には ソリッ ド ト ラカこ牢る ･ N ( K ) を考えて い る多様体

∑ か ら抜き去 り, 新 しい ソリ ッ ドト ー

ラ ス を埋め戻す操作の ことを, 結び目

K にそ っ たデ ー ン手術という. 以下 ,

L■
K を含む空間として は閉多様体を考 え

る ことにす る .

どのようなデ ー ン手術 を行うのか を記述す る にはス ロ
ー プを用 い る .･ 結び

目 K の補空間 M の境界∂.M 上の単純 閉曲線入,.p
を

,

'
それぞれ ロ ンジチ ュ -

ド, メ リディアン とする .

■閉 3 次元多様体 ∑ が S 3 の壕合 ,
入はプリファ ー

ド

ロ ン ジチ ュ
-

ドとす る . 以下
,
記号 を濫用 して ,

A
, p はI 次元ホモ自ジ

ー

群

H l(∂M ) の元 でもある とみなす. A , p は H l(∂.
M ) の生成声になる ことが知ら

れて いる .

埋め戻す ソ
■
リッ ドト

ー

ラスの メリディ ア ン 円板の境界が a入+ bFL ∈ H l(∂M )

という元 を代表して い るとす る . こ のよ うに メ リデイ ア ン円板の 境界の 貼り

合わせ先 を指定す ると, 貼り合わせ る 同相 写像 の とり方 によ らずに出来 る多

様体が決 まる ことが知 られて い る . そ こ で ,
こ の ように して で きる閉多様体
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はス
一
口

-

プ b/ a ∈ Q U (1/ 0) によるデ
ー ン手術によ っ で生 じた多様体である

,

と いう言 い方をし, 手術後に出来る多様体 を M (a/ a) の よう
-
に表す. 例 えば

,

自明な埋め戻 しにはス ロ づ 1/ 0 が対応する ･ C o r d o n -L u e ck e([G L 8 9]) によ
り M ( m / n) が S

3
に な るならば

,
m / n - 1/ 0 で ある ことが示されて い る .

任意の 閉 3 次元多様体は β3 か ら絡み目の デ ー ン手術に よ っ て構成で きる
というこ とが L i ck o ris h([L ic 6 2】) により証 明されて い る . 結び目は 1 成分から
な る絡み 目とみなす ことが できる事 とあわせ て考えれば , 結び目のデ ー

ン手

術による結果 がよ く分か るという こ とが 3 次元多様体の理解に
一
っ ながる こ と

が推測で きる .

二 つ の ス ロ ー プ r - m l/ n l , S - m 2/ n 2 に 対 し, 距離 △(r , s) をI m l n , -

m 2 n ll により定める ･ A ( r , s
L)
は r

, s が代表す る単純閉曲線の ∂M キでの幾何
学的交点数で ある ･

一

般 の閉 3 次元多様体 = で は ロ ンジチ土 -

ドは
一

意的 に

決 まらない のでス ロ
ー

プ自身の値は決まらないが
, ス ロ ー プ間の距 離ま定ま

る ので
, 以下 はこの量 を評価する ことを考 える .

境界を ｢ つ 持ち, ザイ フ ェ ル ト多様体 で はない ような向き付け可能コ ンパ
ク ト既約 3 次元多様体 〟 のデ ー

ン埋め込 み( 境界で ソリッ ドト
ー

ラ ス と貼 り

合わ せる こ と) によ り, 基本群が巡 回群 に なるとする と
,
そ の ような手術を与

える手術係数間の 距離は 1 で押さえられ る ことが
,
c u lle r

, C o r d o n , L u e c k e ,

S h al e n ([ C G L S 8 71) に より示され て いる (巡 回手術牢理) ･ こ の論文の後半部
で は

･ 本質的 ト
ー

ラ スが埋 め込み後 に圧縮 で きる状況 を考 える部分がある .

そ こで は
, デ ー ン埋め込み後 の多様体 M ( r) , M ( s) それぞれに取れる圧縮円

板からグラ フを構成し/ 解析す る こ とで証明を行な っ て い る この
, 曲面 同士

の交わりか らグラ フを構成し解析する手法 は時 に Gムrd ｡ n - L u e ck e m et h ｡ d と

呼ばれる .

こ の手法はもともとは向き付け可能な 曲面同士の交わりを解析するだ けで
あ っ た. 向き付け可能な場合には p a rity r u l e と呼ばれる性質があり, 議読の

要所要所で使われて い る ･ T e r a g ait o([T e r O 2j) により, 向き向け可能ではない
曲面がある場合 で も同様な p a rity r ul e が成立 し ,

C o rd o n- L u ｡ ｡k ｡ 流 の解析を

利用 できる ことが示されて い る ･ 3 次元 球面内に は 向き付け不可能な閉曲面
は入 らない か ら, デ ー ン手術によ っ て 向き付け不可能な閉曲面が生

■
じる状況

を考える 問題 に G o r d o n - L u e ck e 流 の手法で挑む ことが可能にな る .

向き付け不能閉曲面として ク ライ ンボ トルを考 える ･ I ch ih a r a
,
T e r a g ai t o

(【I T O 3j , [I T O 51) による 2 本の論文で ,
3 次元球面内の結び目のデ ー

ン手術に

より生じる多様体 にクライ ンボトルが入 る とする と, そ の手術係数 r は結び

目の種数g に対して ,
4 g + 4 で 上か ら押えられる こ.とを示して い る . G ｡ r d d n _

L u e ck e 流の 証明を行う部分と, 3 次元多様体論 で知られて い る結果を元 に ,

詳細に解析して いく部分の 大きく二 つ に 分かれる .

それでは ∫
3
内の結び目によるデ ー

ン手術 によ っ て 出来る多様体 M (r) , M ( s)
の両
~
方にクラインボトルが入る状況が起 こる とす る と

,
二 つ の手術係数 r

,
β の
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関係は どうだ ろうか ･ こ の部分の解明が本論文の 結果で ある , 正確に言うと

定 乳 M を S
3
内の結び目 K の補空間 とす る ･ デ ー シ手術で得られる多様体

〟( ㍗) , 〟( β) 両方にク ライ ンボトルが入 る･とすると , 次の いずれかで ある .

1 ･ K は 8 の字結び 目で △( r , s) ≦ 8

2 ･ K tまp - 士2 あるい は q - 士2 とな る b , q) ト
ー

ラ ス結び目で
,

r
,
s ∈( 警 ･F n ∈ 2 Z + 1)

3 ･ K は(2 , q) ケ
ー ブ ル結び目で

,
r
,
s ∈〈空㌘F n ∈ 2 Z + 1)

4 ･ A ( r , s) ≦ 4

議論は上述の I ch ih a r a
,
･ T e r a g ai七o の 論文 によ る議論を参考に し, 大きく二

つ の部分に分けて議論す る ･ ひ と つ は
,
ケ ー ブ ル結び目で はない結び目を考

える部分で , もうひ と つ 払 ケ ー

ブ ル結び目 として扱う部分で ある
■

. こ こ で
,

ケ
ー

ブ ル結び目という のは
･ ト

ー

ラス 結 び目のサテ ライ トとして得られる 結

び目の ことで ある ･ 特 にケ ー ブル結び 目にな りうる の は
,
ト ー

ラス結び目 と

サ テ ライ ト結び目の 一

部 で あり, 双曲結び目な どはケ⊥ ブルではない ことに
注意 しておく .

ケ
ー

ブル でな い場合 は G o r d o n - L u e ck e 流 の 手法 を用 いる . 考 える曲面 は

M (i) , M ( s) 内 に 生じる はずのクライ ン ボ トル P ,∂を M 内で見た P , Q と い
う穴の 開いたクラインボ トル である . 両方 ともに向き付 け不可能な曲面の た

め
,
出来 るグラフ に レベル エッ ジと呼 ばれる特殊な辺が生じる状況がある . こ

の レベ ル エ ッ ジとい うの は
, 向き付け不可能な曲面を扱うとき に生じる特有

の 問題で
, 向き付け可能な曲面 同士を扱 っ て いる 限りは生じな い . こ の レベ

ル エ ッ ジ の あるなし にかかわらず通 じる 議串とし)うの が困難をきたす点 で あ
るが , 生 じる グラフ の辺をポ ジティ 7

>

,

. ネガテ ィ ブの 二 つ に分 け, 議論 して

いく･ 簡単に言うと
_
, あ る程度以上 に △( r , s) の値を大きくとる と, ボ -

? テ ィ
ブある い はネガティ ブな辺が集中して きて しまい , ポ ジテ ィ ブな辺がある程

度以上多い と きには β3 内のデ ー ン手術 を考 えて いる ということに反する状

況を生 じ
,
ネガティ ブな辺が多い とす る と , 考阜て い る結び目がケ ー

ブル結
び目にな っ て しまうということを証弔して い る .

ケ ∵ ブル結び目の場合は次の よ
:
5 に議論する . ト ー

ラ ス結び目の場合に は

デ ー

ン手術により生 じる多様体は
■
M o s e r([ M o s 71】) により調 べ られて いる . ま

た
,

-
ト

ー

ラス 結び日の デ ー

ン手術に より生 じた多様体は レンズ空間やそ の逮

結机 ある い はザイ フ ェ ル ト多様体と割合よく知られたものたちばかりにな

る ･ これらの 多様体につ いて は数多くの 研究結果が知られて いるの でそれら

を用 い なが ら議論 して い く. ト
ー

ラ ス結 び目で はない ケ ー ブ ル結び目の場合

に つ い て は
,
コ ンパ ニ オン ト

ー

ラス と生 じる クライ ンボトルとの交わりに注
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目 して考える ･ こ の コ ンパ ニ オント
ー

ラス と交わ らなければ先ほどの ト ー

ラ

ス 結び目の状況に還元 される ･ そうで はない ときは
,
コ ㌢パ ニ オン ト

ー

ラス

で デ ー

ン手術により聖じる多様体を分割し, おの おのq) 部分で どの ような こ
とが起こ るの かを考えて い く･. 片 一

方は S 3 内の結び目補空間とみなすこと

が出来る ･ もう 一 方はケ ー

ブルス ぺ -

不の 内側部分･に ソリッ ド ト ラス を貼
り合わせ る状況 であるの で

,
こちらに つ いて は ト ー

ラス結び目にデ ー ン手術
をした葛合と 馴ま同様な状況で ある から

,
出来る多様体自身に つ いて は比較

的分か っ て い る ･ お の おの の部分と生じるクライ ンボトルの交わ り方に注目
し

, 今 まで知ちれて いる 3 次元多様体論の 結果を用い る こ とで議論 を行う .
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