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本論文で は
,
カオス的景気循環連続 力学系モデル に対 して , 多数の不安定周期軌道を数値的 に検 出し丁 それに基

づい て様 々 な廃析 をお こな っ た_ そ して
,
大局的な ふる まい に 関して古ま

,
ある
.
ひ と つ の不安定周期軌道で十分捉

え得る こと を明らか妄こし, 安定周期軌道を生み出すモデル との 間に本質 的な差がない という示唆を得た ,

自然科学 チ 社会科学の あ らゆる分野におい て散逸 的カオス 現象 は出現 しており, 環象の観察やモ デル 力学系の数

値的カオス軌道に基づ い て
,
さまざまな発見がなされ て きたが

,
未解明冬点 も非常に多い .

カオス 力学系やカオス 的不変集合の定義は , 現産まで に ひ とつ に定ま っ て いないが , ｢ 不安定性｣ と ｢ 回帰性｣

の 二 つ の概念が, カオス に閲す る定義の中には
-

般 に 組み込 まれて いる _ カオス 力学系の不安定周期解はテ これ

ら二 つ の特徴を持ち合わせ た特殊解であり, また, カオス ア トラクタに は無数の不安定周期軌道が埋め込まわて

い る こ とが知られ てい る . そ のため, 不安定周期軌道は , 力学系の特徴づ 捌 こおい て本質的な役割を果たす こと

が容易 に想像され, 実際 , 公理 A 力学系や D e v a n ? y
によ る カオス 的不変集合 の定義 をは じめと して 力学系の理

論研究におい て周期軌適は頻繁に用い られ てい る . しか し
, 応用科学 におい て は, カオス 制御に関連して , 不安

定周期軌道･を用 いた い くつ かの 研究は存在した もの の , カオス 力学系の具体的な特徴を考察す る目的で不安定

周期軌道が用 いられ る こ とは極めて少なか っ た , そ の 最大の理 由は
,
不安定周期軌道盲ま, そ の不安定性ゆえに正

方向の時間積分 を行う ことに よ っ て検出する ことが不可能なため ,
数値的にも検 出国難で ある ことで あろう . し

か し
,
こ の数年の間に流体力学の分野に去沌ゝで ,

ナヴィ エ ･

.
ス ト

-

ク ス方程式や乱流 シ ェ ルモデルの不安定周期

軌道を数値的に検出し,. それ に基づいて乱流にお ける秩序構造を明確に捉 える非常 に興味深
い研究( K a w a h a r a

a n d K 主d a (2 0 0 1) , K a t e a n d Y a m ad a
.
(2 0 0 3)) がお こなわれ ,

広 く注目を集めて い る ･ ただ
,
これらの研究にお

い ては
,
力学系の次元が高い こ ともあり, 検出される不安定周期軌道の個数は高々 数個 に留ま っ て い る . カオス

ア トラクタの不安定周期軌道 に よる詳細な特徴 づ 捌 こ関す る理論研究は存在す る (P o w e n ( 1 9 7 0) , C v i七a n o vi 6
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(1 9 8 8)) ち のの ,
一

般 に極限操作を伴うために, + 分多く はな い有限個の周期軌道 しか検出 し得ない具体的な系
へ の応 脚こは直接つ なが っ て いない - 応用 上 十分多くはない周期軌道に基づいたカオス解析 に対す る知見を栄
めて い

■

く. こ とは非常に興味深く , 本論文 にお ける ひ とつ の 主題となる .

と ころ で
‡ 失業 とイ ンフ レ

ー シ ョ ン の経済学と言われ る マ クロ経済学において妄景気循 熟 ま最も重要な話題のひ

とつ で ある ･ 景気は極めて多くの要因によ っ て変動 して い る と考えられ
,
さまざまな偶然に支配されて いる こと

も想像に難くない ･ しか し
,
マ ク ロ 的な観点に立て ば, 景気の 循環 を生み出す基本的メカ ニズム は少数の要 因に

基づい てい る と考える ことは自然 で あり, 景気循環 を少数 自由度の力学系と して捉える研究は盛んに行なわれ

てきた( K al d o r (1 9 4 0) , G o o d wi n (1 9 6T) , P o hj ol a (1 9 8 1)) ･ そ の際
, 安定解をもつ 力学系羊デルとカオス的な解

をもつ 力学系モ デル の 双方が取 りあげられ てきたが, ダイナ ミクス に大きな違い がなもさと思われる 場合 にもそ

れらの問に は大きな隔たりが あるように受け止めちれて きた. しかし
, 景気循環 とは, そ の言葉 の とおり景気の

周期的な変動 であり, 安定周期軌道 をもつ 力学系モデル ばか りでなく, カオス 的な解をもつ 力学系モデル を考察
する際に も, 系 に無数 に埋 め込まれて い る周顛軌道に着日す る ことは極めて 自然で あり, 周期軌道解析はその隔
たりを埋める 上 で非常 に有効である と予想される .

本論文そは , 労働者, 雇用者, ケイ ンズ的財政政策 を行 なう政府の 三主体が経済を織りなす国 と, より郵 け イ ン

ズ政策を行なう政府 をもつ 国の間に投資構造が存在す る ことに よ っ てカオス的景気変動を生じる
, 純粋に資本主

義的な構造をもつ ケイ ンズ ･ グ ッ ドウイ ン型の 二 国景気循環連続力学系モ デルに対 して
,
系の不安定周期軌道に

焦点をあて た考察をお こな っ た･ そ の際,･ 系に埋め込 まれた多数の不安定周期軌道を夢値的 に検出す る ことが重

要な手続 きとなる ･ 検出には ニ ュ ー

ト ン ･ ラ フ ソ ン ･ ミ
-

ズ法 を用いたが
, 本論文 では , 検出を試み る周期軌直

の安定性指数と周期 に対応した減速係数を轟入す る こ と によ っ て
,
各イテ レ - シ ョ ン において ,_ 周期軌道か らの

本質的なずれのみ を取 り出す改良を施し, 不安定性が高 い周期軌道や周期が長い周期軌道を含む, より多くの周

期軌道 の検出を可能とした ･ こ の数値手法を用い て 8 0 0 0 個以上の由期軌道 を検 出し
,
重複 を除いた実質の種類

で も 8 0 0 個以上を数値的に同定す る こ とに成功した . こ の検 出で, 周期の 短い 5 0 0 倍程度の 周期軌道 に つ いて

は} ほぼ網琴されて いる と考えられ る . これら
■
の周期軌道 に基づ いて, モ デルが生み出す景気循環 に閲し,

1 . 典 型的ダイナ ミクス

2 . 統計的性質

3 . 位相的性質

の観点で考察をお こな っ た .

1 _ ダ イナミクネにおける典型的構造 に着目して , カオス 軌道 と不安定周期軌道 との 間の詳細な対応関係 を確認

した . あ る経済変数(第
一

国 の労働分配率) の時間変動 にお ける極大値に着目して , それが減 少に転じるまで に

存在する極大の 数iこよ っ てダイナ ミクネ( レジ
ー ム) を分類した. カオス軌道 昧 事実上

<
(9 9 %) , 7 種類の レジ

ー

ム に分類され るが, それ ら 7 種類の レジ
⊥
ム のみ で構成 される周期軌道が検出 された .

また
,
レ ジ

ー

ム 開運移も周期軌道の存在に よ っ て捉 えられ る こと を確認した . カオス軌道にお いて妄ま
,
4 6 種類の

レジ
ー

ム 間遷移が確認されて いる がT l 種類を除い た 4 5 種類の レジ
ー

ム 開運移は検 出された周期軌道の 中に確

認され , カオス軌道におい て確認 されなか っ た レ ジ
ー

ム 間遷移は, 検出された周期軌道の 中にはひ とつ も検出･さ

れなか っ た . これらの結果は, 本モデルのカオス ダイナミ クス の琴徴的構造が, 数嘩的に検出可能な周期軌道に

よ っ て十分据 えられる こ とを哀 して いる .
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な お, 二 国間の相互作用パ ラメタ を減 らして いき
,
系が安定化してリ ミッ トサイクル をもつ状態まで周期軌道の

分岐追跡を行ない , 追跡過程 で
一 部の周期軌道がア トラクタからはずれて いく こ と

,
およぴそれに伴 っ て , ア ト

ラクタの構造(th 琴レジ
ー

ム) が変化 して い る ことを確認 した . こ の結果は
,
ア トラクタの構造変化が, 主に , 不

安定周期軌道の 構造変化で はなく
, 埋め込まれた不安定周期軌道の種類の変化 に対応して いる ことを示唆して

い る ･

一 方
,
ある

一

つ の 周期軌遥( u p o 2) は, 大きな構造 の変化もなく, 力学 系が安定化した後にもア トラクタ
に 埋め込 まれ続けて い る ことを確認 した .

2 ･ 数値的に検 出された不安定周期解に 関して , 時間平均や分散な どの 低次 の統計量を計算して , どq) 周知軌道
もカオスの統計量 を近似して い る こ と, さらに周期軌道-( u p o 2) の各経済変数に関する出現確率密度関数が, カ
オス のそれを早く近似して いる こ とを確認 した . また

, 同じボア ンカ レ写像周期をもつす べ て の周期軌道に 閲

し
, す べ て の経済変数に関する統計量をま, 連続力学系の周期に対L / てはば線形な滑らかな依存 を示す こ とを見出
した ･ 本結果は, 周期無限大の周期軌道 とみ なせ るカオス 軌道 を含めて , モ デル の任意の周期軌道が大局的に は

同じ種類の ダイナ ミクス をもつ ことを示 唆する ･ さらに
,
5 0 0 痕の周期軌道 を周期 の短 い順 に複琴の グル

ー プ に

分類して統計量を考察 し
,
カオス軌道の統計畢の近似 の目的で , ひ と つ の周期軌道 を選ぶ場合 には, 周期の 短い

周期軌遭(例え ば u p o 2) で十分 である という結果 を得た. なお , 多数の周期軌道 に基づくと, カオス軌道の 低次

の統計量は, およそ 2 % の誤差で近似可能 である ことも確認 した.

3 ･ カ オス軌道は, 周期無限大 の周期軌道と解釈可鹿なため, 周期軌道 の周期に対す る個数増大度 に基づいて ,
｢ カオス軌道 の種類j , すなわちカオス の複雑 さを見積もる こ とが可能で ある . こ の増大度は, 力学系の位相 エ ン

トロ ピ
ー に関連す る量 であり, 力学系を特徴づける極めて本質的な指標で ある . 本論文で は, 短 い周期をもつ も

の に関してはば網羅 された不安定圃期軌道 を, ボア ンカ レ写像の 周期に基づ い て分類 してその個数 を数え上げ

る ことで
, 挺数増大度を 1 .4 程度 と見積

_
もり, ロ

⊥ レ ンツ系の古典パ ラメ タと比べ て もカオス の複雑さが小さい

こ とを明~らかに した . 数値的 に検 出可能な個数.
の周期軌道 によ っ て 周期軌道 の個 数増大度 を十分 に見積 もる こ

とが可能で ある こ とは , 本力学系の位相的骨格が , 周期が短い周期軌道に よ っ て捉 え得 る ことを示唆 して いる .

本論文において考察 した二 国景気循環 モデル は, 埋め込 まれた周期軌道に基づい て得られた結果から, カオス状

態 に妾か て もダイナ ミクス の複雑さが極 めて 低く
,
大局的構造に関 して は

,
ある周期軌道( u p o 2) と異なる ダイ

ナミクスはも っ て いない ことが明らかに ならた. そ して , そ の周期軌道( u p O 2) の分岐追跡に基づき, 二 国間投

資の相 互作用を減らす こと
.
に よ っ て 力学系の安定性変化は生 じる もの の景気循環 を生み出す基本メカ ニ ズム に

は変化は見られない とい う示唆 を得 た.
こ のように , 本論文で は, 従 丸 考察す る適切な手段 に欠いて い た安定

モデルとカオス モデルの ダイナミクス の類似性を‡ 周期軌道 に着目する ことによ っ て捉える ことに成功した .

なお
,
カオス 力学衰a )妥当な数値計算

J
t い う観点でも, 周期軌道は有意義であり, 周期軌道解析は, その点 でも価

値 の あるカオス解析手法 である と考えられ , 今後の更なる進展が期待される .
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