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私は本論文で，CP 2上の 2種類の平面曲線の調和体積の一部，超楕円曲線の
Weierstrass点を基点とする点付き調和体積を計算した．証明に主に使う手法とし
て，(1)代数曲線上での反復積分および反復積分の一般超幾何関数の特殊値への
言い換え，グリーン関数から得られる 1-形式の積分，(2)Hurwitz系 ([9])を利用
したRiemann面上の 1次元ホモロジー類の交点数の記述，(3)調和体積を超楕円
曲線のモジュライ空間上のある局所系の切断とみなして，ある超楕円曲線の調和
体積の計算への帰着，(4)群のねじれ係数コホモロジー，などが挙げられる．上
記の解析的および位相幾何的手法により，調和体積を研究してきた．応用として，
Klein 4次曲線のヤコビアンにおけるある代数的サイクルが非自明であることを
示した．

これまでの (点付き)調和体積の結果を簡単にまとめておこう．種数 g ≥ 3のコ
ンパクトRiemann面をXとおき，Xの 1次元コホモロジー群H1(X;Z)をHと
表す．HはX上のZに周期を持つ実調和 1-形式全体と同一視できる．B. Harris

[4]は調和体積 Iを，2個の実調和 1-形式を反復積分 (Chen [2])することによって
自然に得られる準同型 (H⊗3)′ → R/Z，として定めた．(H⊗3)′はH⊗3 のある部
分加群である．Harrisは，Xの複素構造を Schiffer内部変分で変化させたときの
Iの変分公式を導いた．IはRiemann面のモジュライ空間Mg上のある種の連続
関数とみなすこともできる．さらに，IはXから定まる 3次元トーラスR3/Z3 上
での調和 3-形式の積分と一致することを示した．これとXのヤコビアン J(X)の
中間ヤコビアンを利用し，J(F (4))上の代数的サイクルF (4)−F (4)−が非自明で
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あることを示した ([5]，[6])．ここで，F (4)は Fermat 4次曲線である．Faucette

[3]は調和体積を拡張したXの高次元調和体積を定義し，それが調和体積と似た
性質が成り立つことを示した．Pulte [7]は調和体積 Iを定義する際に得られる反
復積分を点付き調和体積 Ix0 : K ⊗H → R/Z として定めた．ここで，x0はX上
の点であり，K は交叉形式H ⊗ H → Zの核である．Pulteは Ix0 を精密にとら
え，混合Hodge構造を用いて，点付きTorelliの定理を示した．また，Hain，河
澄は独立に，(点付き)調和体積の変分によって得られる 2-形式がMg の特性類で
ある森田-Mumford類 e1 ∈ H2(Mg;C) を表す微分形式と一致することを示した．
Harris によって，超楕円曲線の調和体積は 0 or 1/2 mod Z であることが知られ
ていたが，(H⊗3)′ のどの元に対して，0 になるか 1/2 になるかは知られていな
かった．[8]において，私は超楕円曲線の調和体積を完全に決定した．証明は直接
反復積分を計算する方法と超楕円的写像類群のねじれ係数コホモロジー群を計算
する方法の 2通りある．

これより，論文内容について述べる．本論文は主に 3つの部分に分かれている．

1. A nontrivial algebraic cycle in the Jacobian variety of the Klein

quartic

定理 1 (論文, Theorem 1.17)

C を Klein 4次曲線とする．J(C)における代数的サイクル C − C−は非自明で
ある．

この定理を C の調和体積を計算することによって示した．Ceresa [1]によれば，
Mg上の一般的なRiemann面Xに対して，J(X)上の代数的サイクルX −X−が
非自明であることを示した．しかし，その具体例は Harrisによる，Fermat 4次
曲線の場合しか知られていなかったと思われる．Harrisの手法は，Fermat 4次曲
線曲線の特殊な性質が利用されていて，他の Riemann面には適用しにくい．調
和体積の計算には，ガロア理論，一般超幾何関数 3F2 の特殊値，を用いて煩雑な
計算をまとめることに成功した．

2. The pointed harmonic volumes of hyperelliptic curves with Weier-

strass base points

超楕円曲線のWeierstrass点 pを基点とする点付き調和体積を完全に計算した．証
明は 2通りある．1つは，ある超楕円曲線C0の点付き調和体積 Ip を直接反復積
分を用いて計算し，IpがMg上のある局所系の連続切断であることを利用して一
般の超楕円曲線 C に拡張する方法．[8](参考論文)のものに比べ，計算は複雑と
なった．もう 1つは超楕円的写像類群∆g の Hom(K ⊗ H,Z/2Z) 係数コホモロ
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ジーH0(∆1
g; Hom(K⊗H,Z/2Z)) を利用して求める方法．後者の方法では，超楕

円曲線C上に 2g + 2個あるWeierstrass点 P0, P1, . . . , P2g+1 を利用して，以下の
ような組み合わせ公式を導いた．

定理 2 (論文, Theorem 2.14)

Pνを固定する．A ∈ K⊗Hに対して，組み合わせ的に関数κν : K⊗H → 1

2
Z/Z =

{0, 1/2}が定まる．このとき，

IPν (A) ≡ κν(A) mod Z,

が成立する．

3. A nontrivial algebraic cycle in the Jacobian variety of the Fermat

sextic

定理 3 (論文, Theorem 3.13)

F (6)を Fermat 6次曲線とする．J(F (6))における代数的サイクル F (6)− F (6)−

は非自明である．

Harris が，F (4)の場合に利用した証明と同様の手法を用いた．現時点では，こ
の手法は F (4)と F (6)以外のRiemann面には適用できていない．
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