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本論文 で は
, 数 理 フ ァイ ナ ン ス と極限定理 に つ い て

,
大別 して 次 の 二 つ の テ ー

マ を扱 っ て い る .

一

つ 目 は ｢ マ
ー

ケ ッ ト ･ イ ン パ ク トを考慮 した 市場 モ デ ル に お け る最適執行問題｣ で あり, 投資家 の 売却行動 が金融資産価格 に

与えて しまう場合, 保有して い る金融資産を ど の よ うた売却す べ き か, と い う問題 で あ る. 二 つ 目 は ｢汎関数型確

率差分方程式 の 解に 対す る極限定 理｣ で あり
, 強混合条件下にお け る確率差分方程式 に対す る拡散近似 の 理論を,

汎関数型 の 場合 に拡張 した も の で あ る .

1 マ
ー ケ ッ ト ･ イ ン パ ク トを考慮 した 市場 モ デル に おける最適執行 問題

投資家 の 最適投資問題 は数 理 フ ァ イ ナ ン ス の 大きなテ ー

マ の 一 つ で ある . そ の 古典的な 理論 は M e r t o n に よ っ

て 確 立 され た が
,･ 実際 の 市場 にお け る現実的な問題 と して , 流動性 の 問題 が 近年注自さ れ て い る. そ の

一

つ と し

て, 本論文 で は マ
ー ケ ッ ト イ ン パ ク ト(投資家の 売却行動やミ金融資産価格 に与え る影響) を考慮 した 下 で の 投資

家の 最嘩執行 (売却) 問題 に対す る研究を行 っ た . 以下概略を述 べ る.

市場 は
一

つ の 安全資産 と
一

つ の 危険資産 か らなる と し
,
安全資産 の 価格 は 常 に 1 とす る . 投資家は

, 初期時点

去 - 0 にお い て 危険資産を * o > 0 単位保有 して い る も の とす る. そ して
, 投資家に よ る (危険資産の) 売却行動

は
,
危険資産 の 価格 に対 して

, 売却量 に 従 っ た マ
- ケ シ ト . イ ン パ クトを 与える と す る. 投資家は 危険資産 の 売却

方法を選ぶ こと で 期末時刻 1 に お け る期待効用 の 最大化 を行う とす る.

n ∈ N と し
,
取引時刻 を o

,
1/ n

,
. . .

,( n - 1)/ n とす る･ S l
n

で g/ n 時に お ける危険資産 の 価格を表 し
,
そ の 対数

価格 を X l

n
- lo g Sl

n

と お く . まず o 時 に お ける 危険資産 の 価格 を s o > 0 と し(i . e . S .

a
-

s o) ,
投資家が l/ n 時

に ¢l
n

単位 だ け碍険資産を売却す る時
,
危険資産 の 価格 は S l

n

e
~ g - (4 ,f) に 変化 し( よ っ て 対数価格 は X l

n

- g n (4 ,
l
n

)
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に変化す る) , 投資家 はそ の 売却代金ゆ㌢S㍗e
M g n (* l

n

) を安全資牢と して得 る･ こ こ で g n :【0 ,
∞) - R は 単調非減

少 で 連続微分 可 能な関数 ~ そ して, (I + 1)/ n 時 に お ける危 険資産 の 対数価格 X
l

n

+ 1
は

x
l

n

. 1
- Y(LT ;三,

x l
n

- 9 n(* l
n

))
で 与えられ る とす る. こ こ で Y (i; r

,
x) は確率微分方程式

〈
d Y(舌; r

,
x) -

q( Y(舌; r
,
I))d B i + a( Y(i; r , x))d t , i ≧ r ,

Y( r ; r
,
x) -

x

の 解で あり, B 士 は 1 次 元 の 標準 B r o w n 遠 敷 また ? l

n

+ 1
は

S l
n

+ 1
- e X P( X l

n

+ 1)

･: ト

(2)

に よ っ て 与 え られ る .

執行戦略 (売却戦略) (4,
l
n

)? =7 に よ り, 期末時刻 1 に お け る 投資家の 資産 の 保有量 は 安全資産が W n

n

単位, 危

険資産が p諾単位と なり
,
また 期末時刻 に お け る危険資産 の 価格 は S

n

n

とな る ･
こ こ で

, ( w i
n

)? = . 及 び (甲㌢)?= o
は

w l
n

. 1
- W l

n

+ 4 ,
l
n

S L
n

e妄p( - g n (* l
n

)) , 孤 1
-

P㌢
-

4 ,
l

n

(i - 0
,

-

,
n - 1) (3)

及 び W .
n

- 0
, p旨 - ◎o に よ っ て 与え ら れ る ･

投資家に お ける最適化問題 は
,･許容執行戦略 (4･

l
n

)? =7 ∈ A :( @ o) を選択す る こ と で
, 期末時刻に お ける期待効用

E【u( W
n

n

, p芸, S n

n

)】を最大化す る こ とで あ る(集合 A 芸(p) の 定義 は本論文 1 9 頁で 与える) ･ こ こ で u : D ･ - 【0 ,
c x ,)

は 投資家の 効用関数 (但 し D - [0 , ∞) ×【0 , 叫 ×(0 , ∞)) I

さて
,
k - 1

,
. _ ,

,
n

, ( w
, p ,

s) ∈ D 及 び 関数 u に 対 し, 離散時間 の v al u e fu n cti o n V
k

n

( w
, P ,

a; u) を

V k
n

( w , P ,
S ; u) - S u p E【u ( W k

n

, P 冨, S冨)】
(ゆ,

n

)E =

-
.

1

∈ Jl芸( p )

で 定義す る . こ こ で ( W l
n

, P㌢,
S l

n

)F = ｡ は 関係式 (1) , (2) 及 び (3) (l -

･ 0 , - , k
- 1) と初期条件 ( W

o

n

, 甲旨,
S

o

n

) -

( w
, p ,

s) に よ っ て 与 え られ ると す る . ま た V .
n

( w
, p ,

a ; u) - u( w
, 甲,

a). と 書く ･
こ 0) 時, 投資家の 最適執行問題 は

v
n

n

( o , 恥 , s o ; u) を考察す る こ とと 同値 で あ る ･

由下
,
V k

n

( w , P , a ; u) の ( 適当な s c al in g を施 した 下で の) n - ∞ と した 時 の 極限 に つ い て考察す る･ 関数 9 n

に 次 の 仮定を置く .

･Al あ る単調非

苧
少連続 - h =[0 , - ) - 【0 , 甲) に 対 して

n

l! -

u

ゆ 品 堤g n (ゆ " ' n *'I - o が成 り立 - I

舌 ∈[0 ,
1] ,( w

, p ,
a) ∈ D 及 び 関数 u に 対 して

, 関数 V
t( w

, p ,
a ; u) を以下 で 定義す る ･

v
t( w

, 甲,
S; u) - S u p E[ u( W

t , p i ,
S

t)ト
(くr) r ∈A t( p )

こ こ で
,, A t( p) 紘

"

連続時間 の
"

許容執行戦略 (E r) r ∈[o ,
t]

全体 か らな る集合( 正確な定義 は本論文 20 頁で 与える) ･

ま た確率過程 の 3 つ 組( W r , p r , S ,) 吋 0
,
11 は

d W ,
- ( r S r d r ,

d p r
- - I , d r , d X r

-
g ( X ,) d B

, + b( X
r)d r - g(( r)d r

,
S ,

-
e x p( X J)

及び ( W o , p . , S ｡) - ( w , p , a) で 与えられ るも の と す る ･
こ こ で g(() -

以 上 の 設定 の 下 で
, 各 t ∈【0 ,

1】, ( w
, p ,

占) ∈ D 及 び 関数 u に 対 し

h((
I

)a (
I

.

n

li m

w 協( w , p ,
β; u) - Vi( w , P , S W ) I

が 成 り 立 つ こ と を本論 文 で は証明 した . さ ら に
,
関数 V t( w , p; s

･

,
u ) の 連続性

,
半群性等 の 性質に つ し1 て 研 究 を行

い
,
また Vt( w , p ,

a; 礼) が H a m ilt o n -J a c o b i - B elli n an 方程式 と 呼ばれ る ある 非線形偏微分方程式 の 癌性解 と な る

こ と を本論 文 で は 示 した ,
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2 汎 関数型確率差分方程式 の解 に対する極限定理

確率常微分方程式及び確率差分方程式の 拡散近似 の 理 論は様 々 な論文で扱 われ て い るテ ー

マ で ある . 特 に K e st e n
-

P a p a n i c o l a o u は st r o n g m i x in g c o n diti o n の 下で
,
あ る確率常微分方程式 の 解 に対す る極限定 理 を示 した . そ の

離散版に相当す る結果 と して, あ る確率差分方程式 の 解に 対す る極限定 理 が 渡追善夫氏 に よ っ て 示 され て い る .

本論文で は そ の
一

般化 と して
, 確率空間( n

n

,
r ,

P
n

) ( n - 1
,
2

, 3 ,
… ) 上 の 次 の 形 の 汎関数型確率差分方程式

x
'
n

k ･ 1)(
n

- X
k

n

, n

-

'

去F
k

n

( X
n

,
w ) ･三G Z( X

n

,
u) ,

k - 0
,
1

,
2

,
･ ･ ･

,

li n e a r i n t e r p o l a ti o n

X
t

n
- (1 -

n l + k) X
k
n

/ n
+ ( n ト k) X (

n

k + 1)/ n , k/ n < i < ( k + 1)/ n

及 び初期条件 x o
n

-
x o ∈ 汲

d が恵め る確率過程( X
t

n

) 吋.
,

∞ ) に 対 して 同様 の 問題を考察 し
, 渡追氏あ結果 の 拡京

に相当す る 極限定 理 を 得 た ･ こ 土で
,

_
F k

n

( w
,
L J) - ( F

k

n
,
忠

( w
,
L J))f = 1 ,

G冨( w
,
L J) - ( G冨

,
乞

( w
,
L J))f = 1 (k ∈2: + ) は,

パ

ラ メ
ー

タ
｣

空間と して連続関数 の 空間 C(【0 ,
∞); R

d

) を持 つ βk/ n ⑳ア
n

一 可 測な 汲
d

一 倍 の r an d o r n f un c ti o n ( 但 し

8
i

- g(i u( a) ; s ≦ t)) ･ ま た F
k

n
'
%

( w) の 期待値 は 0 とす る･

渡追氏 の 結果は
,
上 の r an d 9 m f u p c tio n が F

k

n

( w
,

W) - F k
n

( w( k/ n) ,
L J) ,

G芸( w
,

u) - e芸( w (k/ n) ,
L J) と い う

形 を して い る 場合 に相当す る. 渡追氏E3:
,

r a n d o m fu n c tio n F k
n

( x , LJ) , e冨( 3: , L J) に対 して s m o o t h n e s s
,

m o m e n t

c o n ditio n 及 び st r o n g mi Ⅹi n g c o q diti o n を仮定 した 下で0) 極限定 理 を示 して い る. そ
`
こ で は st r o n g m ix i n g 係数

を用い た 共 分散 の ある 評価式 ( m i x i n g 不等式) が重要な役割 を果 た して い る . し か しそあ不等式は パ ラメ ー タ ー

空間 の 次元が 深く関与す る も の で あり
,
本論文 で は パ ラメ

ー

タ
ー

空間 C([0 ,
∞); R

d
) が無限次元 で あ るた め

, そ の

不 等式 を そ の ま ま の 形 で用 い る こ と は 出来ない. そ こ で本論文で古も こ の m ix i n g 不等式 の 拡張 と して あ る次元 に

関す る条件(以 下 d i m e n si o n al c o n diti o n と 呼ぶ) を満た す r a n d o m fu n c ti o n に対す る新た な m i x i n g 不 等式を示

し
,
F

k

n

( w ,
L J) 及 び G芸( w

,
w) が s m o o t h n e s s

,
m o m e n t c o n ditio n

, ,
s t r o n g m ix in g c o n diti o n に加 え て di m e n sio n al

c o n d iti o n (詳細 は 本論文 5 5 頁で 与 え る) を満 た す場合 に
7 ( K

i

n

) 吋0
,

∞ ) の 分布が あ る m a r ti n g al e p r o bl e m の 解

に C([0
,

∞); 温
d
) 上弱収束す る こ と を示 した ･

本論文 で得られ た結果を用 い る こ と で
, 例 え ば

x
(
h

k . 1,,∴x
k7, n

- まfk

n

(芸上
k/ n

ゆ( X
s

n

'd s
,

w)

( 但 しf k( x , L J) は k に つ い て st a ti o n a r y な平均 o の r a n d o m f u n c tio n
, ゆ( x) は滑らか な d e t e r mi n is tic f u n cti o n) や

xrk . 1)′n - X k

n

/ n

- ま( h(k/ n
,
X

n

,E k) - Eth(k/ n
,
X

n

, E k)]) .去E[h(k/n ,
X

n

, Ek)i

( 但 し E 捕 s t ati o n a r y G a u s si a

?_
p r o c e s s , h(i - ) -

a(1
t

u( s
7
W( i - a, ,1(y))d s)

.

と
■

し
,
ま た g( I, 7 u(i - , ,

ゆ( I) Sま有界か つ 滑らか な d e t e r m i n is七i c fu n c tio n ･ 厳密な設定 は本論文 8 7 頁で 与え る) と い う形 の 差分方程式 に

対 して も( X
t

n

) 吋0
,

∞ )
の 極限を得 る事が 出来 る･

また 主定理 の 応用 と して
, 陰関数型 の r a n d o m な方程式系に お ける極限定 理も本論文で は 示 した ･

こ れ は, 均衡

理論 に基づ く株価過程 の 構成 に 関す る私 の 修士 論文 の 主結果 の 数学的な拡張 に相当す る も の で あ る･
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