
論文の 内容 の要旨

論文題目 ‥ M a p p l n g Cl a s s g r o u p s
, g r o u p s of h o m ol o g y c o b o r dis m s of s u rf a c e s

a n d i n v a ri a n t s o f 3 - m a n if old s

( 和訳 : 曲面 の写嘩類群,
ホ モ ロ ジ ←

同境の なす群と 3 次元多様体 の

不変量)

氏名 : 逆井 卓也

本論文は次 の 2 部構成 とな っ て い る .

● J o h n s o n 準 同型 と 曲面 の写像類群 の 部分群 の 有理 コ ホ モ ロ ジ ー

.

● 曲面 の ホモ ロ ジ
ー

国境全体の なす群 の 構造 .

こ れ ら の 内容 は独 立 して お り
,
ど ち らか ら も読み 始 め る こ とが で き る . しか しな が ら

,
2 つ の 共通戟分 と し

て 曲面 の 写 像類群 が ある こ と を注意 し て お く . 曲面の 写 像類群 の 役割 は多岐 にわ た る が
,
位相幾何の 視点 か

ら は
, 曲面束 の モ ノ ド ロ ミ - と して の は た ら き, 写像 ト ー ラ スや H e e g a a r d 分解 な ど にみ られ る よ う な低次

元多様体 の 構成要素 と して の は た らき などが 代表的で あ る. 本論文 の 第 1 書即ま前者, 第 2 部 は後者 の 立場

に近 い .

第 1 部 の 主題 は写 像類群の 部分群の 有理 コ ホモ ロ ジ
-

-で奉る. よく 知 られ て い る よう に
, 写像類群の コ ホ

モ ロ ジ
ー は 曲面束 の 特性類 を与え る . さ ら に

, 写像類群 の 曲面 の ホ モ ロ ジ ー へ の 作用 の 核 で あ る T o r elli 群

を考える と, そ の コ ホ モ ロ ジ ー は
, 底空間の 基本群が フ ァイ バ ー

の ホ モ ロ ジ ー に自明 に作用 する よ うな 曲面

束 の 特性類 と な っ て い る. 本論文 で は まず,
こ の T o r elli 群 の コ ホ モ ロ ジ ー に注目す る . T o r elli 辞 は

, 写 像

類群 よ り複雑な構造 を も っ て い るが, J o h n s o n は
一

連の 研究 の なか で
,
現在第 1 J o lm s o n 準 同型 と呼ばれ て

ち) る 有限生 成自由ア - ベ ル 群 へ の 準同型 を 定義 し
,
B i r m an - C r a g g s 準同型 に よ る振 れ元 の 部分 と あわ せ て

,

T o r elli 群 の ア - ベ ル 化 を決定 し た .

い ま第 1 J o lm s o n 準 同型 を T o r elli 群 の ｢ 近似｣ と みな し
,
T o r elli 群 と の 差 を コ ホモ ロ ジ｢ の 視点で 見て

み る . すなわ ち
, 第 1 J o h n s o n 準 同型が 誘導す る有理 コ ホ モ ロ ジ ー

の 聞 の準同型 を考 え
,
そ の 核 と像 を決定

す る こ と を考 え る . 1 次 の 部分 は J o h n s o n が 示 した よ う に同型 とな っ て い る. さて,
こ の 誘導準同型の 定義

域は ト
ー

ラス の コ ホ モ ロ ジ ー

環 そ の も の で あり, そ の 構造は 簡明で あ る が,
ベ ク トル 空間 と して の 次元妄ま

,
曲



面 の 種数や コ ホモ ロ ジ ー の 次数の 増加 に伴 っ て急激 に大 きく なる . そ こで J o lm s o n 準 同型 の 写 像類群同変

性 に注目する と, 誘導準 同 型 の 核は
,
有理数係数 の シ ンプ レ クテ ィ ツ タ群 S p(2 g , Q) 一 加群で あ る定義域の 中

の S p(2 9 , Q) 一 部分加群 に な っ て い る こ とが わ か る ･ こ う して
, 問題 を S p( 2

g , Q) の 表現論 と い う ｢対称性｣

を利用 して 考 え る こ とが で き る.

2 次 の 部分 に つ いて は
,
H a i n や森 田 茂之氏 によ っ て 解決 され , 非自明な核が存在す る こ とが示 され て い る .

証明昧 S u lliv a n の完全列 を用 い て 核 に入 る部分 を特定 し, 琴り の 核 に 入 らない 部分 を T o r e 11i 群 の 可換部分

群 の 基本額 ( ア -

ベ リ ア ンサ イ クル と呼ばれて い る) を用 い て 具体的 に評価す畠こ と に よ っ て な さ れ て い る.

主 結果 の 1 つ 目 は 3 次 の 部分 に 関す る も の で あ る . 具体的 に は
,
考 え て い る誘導準同型 の 定義域 は安定

域 にお い て 24 個 の 既約成分 に分解す る が, まずそ の うち の 2 3 廟の 成分に 関 して
, 核 に入 るか 否か を決定す

る . そ れ は, 2 次の と こ ろ で 現れた 核 と のカ ッ プ積 を調 べ たり
,
3 次 の ア - ベ リア ンサイ クル を構成 して 評価

す る こ と によ っ て な さ れ る ･ 残 り の 1 つ の 成分 に関 して は
,
そ の 答 えが得 ら れて い ない が, そ れが核 に入 る

た め の 必要十分条件 を, 写 像類群 の コ ホ モ ロ ジ ー

の 元 で あ る M o rit a - M ille r - M l l m f o r d 類た ち の 間の T o r elli

群上 で の あ る 関係式 の 成否 に よっ て 表す1. こ の 間題 は偶数番目 の M o rit a- M ille r - M u m f o r d 類が T o r e lli 群

上 で 非自明か
,
とい う予 て か らの 問題 と密接 に関係 して い る. 本来は 4 次堺上 の コ ホ モ ロ ジ

ー

の 問題で あ る

が , 得 られ た 同値性 は, そ の 間題 の
一 部が 3 次 の コ ホ モ ロ ジ ー と関連 して い る とい う こ とを 示 唆 して い る こ

と に注意する .

続 い て
,
第 1 J o h n s o n 準 同型 の 核( J oh n s o n 核 と呼ばれ る) を考 え る . こ の 群は J o lm s o n に よ っ て , 曲面

上 の 分離単純閉曲線 に沿 っ て の D eb n t w i s t た ち が 生成する 群 と 一

致す る こ とが示 さ れ て い る が, 定義の 簡

明 さ に反 して
,
そ の 理解 は あ まり進 ん で い な い . 森 田氏 の 結果 に 見 られ る よう に

,
こ の 群 は ホ モ ロ ジ

ー

3 球

面 の C a s s o n 不変量や 曲面束 の 2 次特性類 と の 国連 を も っ て お り,
そ の 構造 は興味深 い も の と な っ て い る .

J o b n s o n 核 に対 して, 第 2 J o h b n s o n 準 同型 と呼ばれ る
, 有限生 成自由 ア -

ベ ル 群 へ の 写像類群同変な準

同型が 定義 され る . 童話果の 2 つ 目は
, 第 2 J o h n s o n 準同型が誘導す る 2 次 の 有理 コ ホ モ ロ ジ ー

の 間の 準同

型 の 核 の 決定で あ る . 証明 の 基本的な 方針 は第 1 J ob II S O n 準同型 の とき と同様で ある が
,
そ の 中で J o土1 n S O n

準同撃の L i e 代数準同型 と して の 記述 が 証明の 経 とな り
, 結果 と して

, 核をまよ り深 い 第 4 J oh n s o n 準同型の

像 と して 現 れ る既約成分 と 一 致する .

こ うし て
,
T o r elli 群 や J o h n s o n 核 の 低次 の 有理 コ ホ モ ロ ジ ー

の 次元 の 下 か らの 評価 (無限次元 の 可能性

も ある) が得 られ る . しか しな が ら
,

こ こ で 得 ら れ た も の は す べ て ア - ベ リ ア ンサ イ クル に よ っ て評価 可 能

で あ り
,
とれ で す べ て で ある とは考 え られ な い

. こ れ ら の 外に あ る 非自明な 類( T o r elli 群の 3 次 に現 れ た も

の が 第 1 候補 で ある) をみ つ ける こ と は 今後 の 課題で ある .

第 2 部 の 主 題 は曲面 の ホ モ ロ ジ ー

同境全体 の な す群 の 構造 で あり
,
主 として

, 閉曲面か ら 1 つ の 開円板 を

取 り去 っ た 曲面の ホモ ロ ジ ー

同境 と境界 の マ
ー キ ン グを組 に した ホモ ロ ジ ー シ リ ンダ ー と呼ばれ る もの を考

察す る . そ れ ら の 同型類全体 の 集合 には 自然 な方法で モ ノイ ドの 構造が入 る . ホモ ロ ジ ー シ リ ンダ ー は 葉虞

和夫氏 に よ っ て, ク ラ ス パ ー

手 術 の 理論 の 応用 に適 した対象 と して 導入 され
,
そ れ をき っ か け と して 閉 3 次

元多様体 の 有限型不変量 と の 関連 と と も に体系的な研究が な され て きた , ホ モ ロ ジ ー

3 球面や p u r e s t ri n g

l in k (純 く み ひ もの
一

般化) か ら標準的なやり方で ホ モ ロ ジ ー シ リ
.
ン ダ ー を作 る こ

-
と が で き る ･ また , 与え ら

れ た ホモ ロ ジ
ー シ リ ンダ

ー に対 し
,

マ
ー キ ン グを写像類群 の 元 を用 い て 変 え る こ と によ り 異な るホ モ ロ ジ ー

シ リ ンダ
ー

が で き る . こ の よう に
, ホモ ロ ジ ー シ リ ン ダ - は

,
3 次元多様体論 にお い て 重要な役割 を担 っ て

い る 対象 を 同時 に考 え る こ とが で き る もの で あ り
,
そ れ乾 そ れら の なす集合 を モ ノイ ドの 構造 を用 い て 調

べ て い く こ と は非常 に 有用で ある と思われ る .

ホモ ロ ジ ー シ リ ン ダ ー

の 研究 の 1 つ の 方法 と しで, G a r o u f al i di s や I J e Vi n e に よ っ て導 入 され た ホ モ ロ

ジ ー シリ ン ダ
ー

の ホ モ ロ ジ ー

同境群 71
9 ,
･1 を考察す る と い う も の が あ る･ これ は

,
ホ モ ロ ジ

ー シ リ ン ダ
ー を

閉 じ る と いう操作 に よ り, 閉 3 次元多様体 をホモ ロ ジ ー 同境 を法 と して 考 え る こ と とも 繋が っ て い る ･ 第 2

港で は, こ の 群 7 1
9 ,

1
の 構造 に つ い て 得 られ た結果 を述 べ る ･

まず, 群 71
g ,

1
が 写像類群 の あ る 意味で の 拡大で あ る とい う 観卓か ら, 写 像類群 に お ける D eh n

- N i el s e n の

2



定理 を 71
9 ,

1
に対 して 拡張す る . S t al 1i n

g s の 定理 を用 いて
,
G a r o u f al id i s

- L e v i n e は 自由群 の 幕零完備化 の 自

己 同型群 へ の 表現 と して D eh n - N i e ls e n の 定理 の 拡蛮 を構成 した が, そ の表現先 は 7i
9 ,

1 を 表現す る も の と

し て は 若干大 き い ･ 本論文 で は L e v i n e に よ っ て 導入 され た 自由群 の a c y cli c c lo s u r e な る群を用 い
, そ の 自

己 同型群 の 部分群 と して D e h n-N i el s e n の 定理の 拡張 を与 え る . 自由群 の a c y cli c clo s u r e を用 い る こ と の 有

用性 の 根拠 の ひ とつ と して, そ の 自己 同型群が
,
7i

9 ,
1 か ら基本群 に関す る情報 を抽出して 得 られ る群 と自然

に 同型で ある と い う こ と が挙げ られ る . な お
,
得 られ た 表現 は単射で な い こ と を注意 して おく .

次 に自由群 の a? y c li c c lo s u r e の 自己同型群に 関する J oh n s o n 準 同型 を記述す る . J o lm s o n 準同型の 像の

決定 の 問題 は写像類群や 自 由群 の 自己 同型群 にお い て 重要な問題 とな っ て い る が, い ま考 え て い る 状況 で

は簡単 な考察で す べ て 決定す る こ とがで き る . こ れ ら の 群 の 位置関係 が 如実 に表 れ て い る 例 とな っ て し) る .

続 い て M a g n u s 表現 の 拡羊 を 行う･ こ れ盲も L e D i m e t や K i r k - Li v i n g s t o n
- W a n g に よ る G a s s n e r 表現 の

st r in g li n k へ の 拡張 に対応 して い る ; 拡蛋 され た M a g n u s 表現 は, そ れ 自身が 71
g ,

1 の 行列値 の 不 変量で あ

るが, 後述 の 不 変量 の 構成 にお い て も広く用 い られ る重要 な研究道真とな っ て い る .

以後 の 章 で は, 関連する 71
g ,

1 の 不変量 を構成 し
,
そ の 性質 を調 べ て い く . 不変量の 中に は

, 写像類群 上 で

自明 とな る も の も あ り, そ の 過程は 写像類群 の 理論 の 拡蛮 に と ど ま っ て い ない . 例 と して
, ホ モ ロ ジ ー シ リ

ン ダ ー を 閉 じて 得られ る 閉 3 次元多様体 を用 い た ボル デ イ ズム 不 変量
,
A ti y a h-P a t o di - Si n g e r に よ る p

- 不

変量 を応用 した 不変量
,
C o c b r a n や H a Ⅳ e y らに よ る非可換 A le x a n d e r 不変量の 応用 した 不変量な どが あ

る . これ らの 不変童 を調 べ る こ と に よ り
,
ホモ ロ ジ ー

シリ ンダ ー が豊富 に存在す る こ とや
,
そ れ ぞ れ の 不 変

量 の 特徴, 相互 関係 を み て とる こ と が で き る .
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