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曲面結び目とは
,
4 次元 ユ ー クリッ ド空間内に局所平坦 に埋め込まれた連結有向閉

曲面の事であり, 非連結な有向閉曲面の場合には曲面絡み 目と呼ばれる . C a rt e r
- S ait o

ら[5l に よ っ て
, 図式を用 い た曲面結び目の研究が発展 して きて い る , こ こ で図式と

は
, 曲面絡み 日を 3 次元 ユ ー クリ ッ ド空間 へ 射影 した 像 ( の特異点集合 に高さの情

報を与え たもの) の事であ る . 曲面結び目理論の 最終 目標は
,
曲面結び目の全 同位に

よ る同値類の分類で あり, 同値類 を区別する為に様々な不変量が考え られてきた . 例
えば

,
補空間 のホ モ トピ ー

型に 関わ る不変量 (曲面結び目群など) や
っ
補空間の無限

巡回被覆空間か ら得られ るホモ ロ ジ ー 群に関わ る不変量 ( ア レキサ ン ダ ー

多項式な

ど) は古くから知 られて い た . 最近 ,
カン ドル と いう代数系を用い た曲面結び目不変

塞 (カ ン ドル彩色数[8
,
1 3】やカ ン ドル コ サイクル不変量【3】など) が発見され

フ
様々

な研究がなされて い る . これらの不変量 は図式を用 い て定義 される為, 図式的手法 と

非常に相性が良い . 本論文で は
,
カ ン ドルやそれに伴うホモ ロ ジ ー

理論か ら構成され

る不変量を射い て
,
曲面結び目を研究 した .

本論文で主 に扱う不変量は
,
結び目カ ン ドル[8 ,

1 3] ( 或い は
,
カ ン ドル彩色数) と

基本類[4] (或い は
,
カ ン ドル コ サイクル不変量) で ある . こ こ

_
で, 結び目カ ン ドル と

は
,
カ ン ドル彩色数に関する普遍的な対象物で あり

,
また基本類とは

,
カ ン ドル コ サ

イクル不変量に関する普遍的な対象物で ある . 不変量が与えられた際に
,
我々が知り

たい事は以下の 二点で あろう .

● そ の不変量か ら曲面結 び目の どの ような情報が読 み取れるか ?

● その不変量は どの程度曲面結び目を区別する の か ?

第 一 論文と第二論文では
一 番目の視点か ら

,
第 三 論文では 二番目の 視点か ら

,
それぞ

れ研究を行っ た .
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1 . 本論文の内容

1 .1 . 第
一

論 文.

題目: O n s u rf a c e-li n k s r e p r e s e n t ed b y di a g r am s w it h t w o o r t h r e e t ri pl e p o in t s

(J ･ K n o t T h e o r y R am ific atio n s 1 4 (2 0 0 5) ,
n o ･ 8

,
9 6 3- 9 7 8 . に掲載)

こ の論文で は
, 曲面絡み目に対して g e n e r a li z e d fu n d a m e n t al cl a s s とい う不変量を

定義 した , これ は
, 結び目カ ン ドルの 3 次 g e n e r al i z e d q u a n d le h o m ol og y g r o u p [1 = こ

値をとる不変量である . さらに
,
三重点を2 個又は 3 個持つ 図式に よ っ て表される曲面

絡み目に対 して , g e n e r ali z e d f u n d a m e n t al cl a s s の 取り得 る値を分類 した . 分類結果
からは

,
｢ 三重点を2 個又は 3 個持つ 図式 に よ っ て表される曲面絡み目の g e n e r ali z e d

f u n d a m e n t al cl a s s は ねドれ元で ある｣ とい う系や
,

｢ a d m i s sibl占なカ ン ドル に関す
るg e n e r ali z ed q u a n dle c o c y cl e i n v a K i a n t が消 えて い ない ならば

, 最小三重点数は 4 以
上 で ある｣ と いう系が得られ る . 後者は

,
以下 で述べる S a t o h -S hi m a らの定理 の拡

襲にな っ て おり
,
応用 として

,

｢ 奇素数p に対 して
,(2

, p) ト ー ラス 結び目か ら得られ

た2 ツ イス トス パ ン球面結び目を K
p
とした時

,
任意の曲面結び目 F と K

p
の連結和

F # K
p
の最小 三重点数は 4 以上で ある｣ 事 も示 せ た.

曲面絡み 目 の最｣ ､ 三重点数とは
,
同 じ曲面絡み 目を表す図式の 中で 三重点の個数

の最小値と して 定義され るもの で ある . 最小 三 重点数が o で ある ような曲面絡み目
は擬リボ ン 曲面絡み目 と呼ばれて おり

,
無限に存在す る事が知られて い る . 最小 三

重点数が正 で ある場合に その 値を決定する こ とは困難であ っ た が
,
s at o h - S hi m a ら

【1 4] はカ ン ドル コ サイクル不変量 を用 い て
,

｢ 2 ツイ ス トス パ ン 三葉結び目の最小三

重点数が 4 で あ る｣ とい う事 を示 した . その 中で彼 らは
,

｢位数 3 の 二 面体 力 ン ド

ル に関する カ ン ドル コ サイクル不変量が消 え て い ない ならばj 最小 三 重点数は 4 以

上で ある｣ とい う議論を して い た . 彼 らの 証明をよく見直す事で
,
彼 ら の議論の本

質がカ ン ドル コ サイクル不変毒そ の も の では なく
,
曲面絡み目か ら決ま る ｢ 基本類

(f u n d a m e n t al cl a s s)｣ にある こ とが分か っ た. そこ で
, 塀在知られて い る

一 番強い コ

サイクル不変量で ある g e n e r al i z ed q u a n dle c o c y cl e i n v a ri a n t [2] をホ モ ロ ジ ー

論的に

解釈 し
, g e n e r al i z e d f u n d a m e n t al cl a s s と いう曲面結び目不変量を定義 した. また , 義

小三重点数が 1 以上 3 以下 の場合に 関して は
,
S a t o h に より ｢ 最小 三 重点数が1 で あ

るような曲面絡み 日は存在 しない｣ 事や
,

｢ 球面結び目ならば
, 最小 三重点数が 2 や

3 の も の は存在 しな い｣ 事が示 されて い る .
こ れらを踏まえ て

,
三 重点を 2 個又は 3一

個持つ 図式に よ っ て表される曲面絡み目に注目 した .

1 . 2 . 第 二 論文.

題 目: T h e b r ai d i n d e妄o f s u rf a c e- kn ot s a n d q u a n dl e c ol o ri n g s

(Illi n o i s J I M a七h 1 4 9 ( 2 0 05) ,
n o r 2

,
51 ト 52 2 ･ に掲載)

一

次元結び目理論と同様に
,
曲面結び目理論におい てもプレイ ドの概念 (曲面プ レ

イ ド 桝) が v i r o
,
R u d olp h らに よ っ て定義 されており

,
また K am a d a によ っ て ｢ 任

意の 曲面結 び目は単純曲面プレイ ドの 閉包と して表され る｣ とい う事が示 されて い

る . 同 じ曲面結び目を表す単純曲面プ レイ ドの 中で, 曲面の枚数の最小値を曲面結び

目 の プレイ ド指数と呼ぶ . 定義より直ちに
,
プレイ 下指数が 2 以下ならば自明な曲面

結び目で ある事が分か る . プレイ ド指数が 3 以上の場合に関 しては
,

｢ プ レイ ド指数

が 3 であ るような曲面結び目はリボ ン型で ある｣ とい う特徴付けや,
｢( 2

,
n) ト

ー

ラ

ス結び目から得られた ス パ ン球面結び目の プ レイ ド指数は 3 で ある｣ と いう結果が
,

K a m a d a により得られて い た. K am a d a - S a t o h - T a k a b a y a s hi ら[1 01 は
, 連結和によ る

プレイ ド指数の振る舞い を調べ
,

｢( 2
,

n) ト ー ラ ス結び目か ら得られ たス パ ン球面結

び目を
,

二 つ 連結和 してで きる球面結び目の プ レイ ド指数は 4 で ある｣ とい う事を

示 した . こ の 中で彼らは
,
1 融合リボン 球面結び目の ア レキサ ン ダ ー

加群の 性質を用
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い て プ レイ ド指数を下から評価したが
,

こ の方法で 下からの 評価を良くす る事は難
し い と思われ る･

これ らを踏ま えた上 で
,
プ レイ ド指数を下から評価す ると いう畢

またプレイ ド指数が 5 以上 であるよう
~
な具体例の決定に興味をもち研究 した .

こ の論文で は
, 曲面結び目の プレイ ド指数をカ ン ドル彩色数によ っ て下か ら評価

す る定理を得た . こ の定理 は
,
結び目カン ドル の生成元の個数と曲面プレイ ドの分岐

点の 関係を明らかに する事に より証明される ･ 得 られた定理を用 い て
,

｢(2
,
n) ト ー

ラ ス結び目から得られたス パ ン球面結び目を
.
,

s 個連結和 して できた球面結び目の プ
レイ ド指数は s + 2 である｣ という結果を得た . さらに

,
｢任意の整数 k ≧ 3 と 9 ≧ 0

に対 して , プ レイ ド指数が k である種数9 のリ ボン 曲面結 び目が加算無限個存在す
る｣ という系や

,

｢ 任意の整数 k ≧ 4 に対 して
,

~ プ レイ ド指数が k である非リボン球

面結び目が存在する｣ という系も得られ
_
た .

1 . 3 , 第 三 論文.

題目‥ I n e q u i品1 e n t s u rf a c e - k n ot s w ith t h e s a m e k n o t q u a n dle

曲面結び目 F ⊂ R
4 に対 する不変量と して , 結び目カ ン ドル Q( F) と基本類[F] ∈

H
3

Q
(Q( F)) を考え る . こ こ で H

3

Q
(Q( F)) は

,
結び目カ ン ドル Q( F ) の 3 次カ ン ドルホ

モ ロ ジ ー 群( q u a n dl e h o m ol o g y g r o u p) で ある ,

_
こ の論文で は

っ

｢ こ れら二 つ の 不変
量 は どの くらい 強力で ある の か ? ｣ という問 い に対 して ,

一

次元結び目理論に於け

る状況と比較する と いう立場 か ら考察 した .

曲面結 び目の 場合 と同様に
,

一

次元結 び目 k ⊂ 汲
3 に対 して も

,
結び目カ ン ドル

a(k) と基本類[k] ∈ H ,

Q
( Q( k)) が定義される .

一 次元結び目 k に対 して
, - k を k の

向きを逆 に した結び目とし
,
k

*

を k の鏡像を取 っ た結び目 とす る . こ の時
一

次元結
び目 k と k

[ に対 して次 の こ とが知られて い る .

･ カ ン ドル 同型写像 ¢‥ Q( k) - Q( k
′

) が存在す るならば
,
k は k

/

と同値である

か
, 或い は - (k

'

)
*

と同値で ある .

･ カ ン ドル 同型写像¢: Q( k) - Q( k
′

) が存在し
, ¢が ホ モ ロ ジ ー 群に誘導する

写像 ¢* が ¢*[k] - [k
'

i を満たすならば
,
k と k

′

は 同値で ある .

一 番目の事実は J o y c e[8】と M a t v e e v [1 3] によ っ て独立 に示 された定理であり
,

｢ Q( k)
が

"

ほ ぼ
フ

完全な不変量で ある｣ 事を意味して い る . また 二番目 の事実は Eis e r m a n n

[6] に よ っ て示された定理 で あり
,

｢Q( k) と[k] の 組が完全不変量で ある｣ 事を意味
して い る .

そこ で
,

｢ 曲面結び目 の種数を固定した際に
,
J o y c e

- M a t v e e v の定理や Eis e r m a n n

の定理 は
, 曲面結び目に対 して成立するのか ? ｣ と い う問題を考察 し

,
否定的な解答

を得た . 具体的には
,

｢ 同 じ結び目カ ン ドル を持つ ような
7
任意有限個の異 なる (種

数a ゎ) 曲面結 び目が存在する｣ 事や
,

｢ 同 じ結び目カ ン ドル と基本類 を持つ よう

な,
二 つ の異な る (種数β の) 曲面結び目が存在する｣ 事を示 した .

2 . 参考論文

題 目: K h o v a n o v -J a c o b s s o n n u m b e rs a n d i n v a ri a n t s o f s u rf a c e- kn ot s

d e ri v e d f r o m B a r - N at a n
'

s t h e o r y

( p r o c , A m e r . M a t h ･

-S o c ･ に掲載予定)

K b o v a n o v [1 1】は
, 向き付けられた 1 次元絡み 目に対 して新 しい コ ホ モ ロ ジ ー 理論

を構築し
,
絡み 日不変量となる事を示 した. こ の コ ホモ ロ ジ ー

理論には
, ( 次数付け

られた) E u le r 標数を取 る と絡み 目の J o n e s 多項式 が回復され るとい う特性がある .

また
,
J a c o b s s o n [71 と K h o v a n o v [1 2】は独立 に

,
K h o v a n o v 理論が絡み 目コ ボルデイ

ズム に関 して 関手的で ある事を示 した . 特に
,
曲面結び目 F ⊂ R

4

( 空 取
3

×(o
,
1)) 杏
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空路み日間の絡み目コ ボル デイ ズム とみなす事で
,
K h o v a n o v -J a c ob s s o n 数と呼ばれ

る曲面結び目不変量 K J( F) ∈ Z を得る . 定義より
, x( F) ≠0 で あるような曲面結び

目 F 8こ対して K J( F ) - 0 となる事や
,
自明な T

2
- k n o t F ( x( F) - 0 で ある曲面結び

冒) に対 して K J( F) - 2 となる事はすぐに分かる . また
,
あるクラス の T

2
- k n o t に対

しては K h o v a n o v - J a c o b s s o n 数が自明とな っ て しまう ( つ まり
,
K J( F) - 2 となる)

事が c a r t e r - s ait o - S a t o h らに より示されて い た. しか し
,

一

般の T
2
-k n o t に つ い て は

計算されて おらず
,
K h o v a n o v - J a c ob s s o n 数が曲面結び目不変量 として どのくら い意

味があるの か知られて い なか っT= .

こ の論文で は
,

B a r - N at an に より定義され た絡み目に 対す る コ ホ モ ロ ジ ー

理論
( K h o Ⅷ n o v 理論の 変種) を用 い て

,
K b o Ⅶ n o v -J a c ob s s o n 数の拡張で ある ような不

変量 B N ( F) ∈ Z[il を定義 し
,

｢ B N ( F) は曲面結び目 の種数で決定され る｣ とい う

定理を得た . 不変量 B N ( F) には
,

B N ( F)lt = o
- K J( F)

と いう性質がある ので
】
上 の 定理 より ｢ 任意の T

2
- k n o t F に対し七

,
K J( F) - 2 で

ある｣ と いう系が得 られた .
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T h e b rla id i n d e £i s n o t a d diti v e f o r th e c o n n e c t e d

s u m of 2-k n o t s
,
t o a p pe a r i n T r a m s . A m e r . M a t h ･ S o c ･

[1 1] M ･ K h o v an o v
,
A c ai e9 0 r iP c a ti o n of th e J o n e s p oly n o m i al, D u k e M a 七h ･ J 1 1 0 1 ( 2 00 0) ,

n o t 3 ,

35 9 - 4 2 6 .

[1 2】 M . K h o v a n o v
,
A n i n v a ri a n i of t a n 9l e c o b o rdi s m s

,
T r a n s ･ A m e r ･ M a t h ･ S o c ･ 3 5 8 (2 0 0 6) ,

n o ･ 1
,

31 5- 3 2 7 .

[1 3] S _ Ⅴ . M a t v e e v
,

D i st rib u ti v e g r o u p oi d s i n k n o t i 加 o r y , ( R u s sia n) M at ･ S b ･ ( N IS ･) 1 1 9( 1 6 1)

( 1 9 8 2) ,
n o ･ 1

,
7 8 -8 8 ,

1 6 0 .

.[1 4] S . S a 七o h a n d A ･ S h i m a
,
T h e 2- t w i s舌- s p u n t r ef oil h a s th e t ri pl e p oi n t n u m b e r f o u r

,
T r a n s ･ A m e r ･

M a t h . S o c . 3 5 6 (2 0 0 4) ,
n o ･ 3

,
1 0 0 7- 1 0 2 4 ･

i v




