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本論文の 主眼は , コ ン パ ク ト量子群の エ ルゴ
-

ド作用 の
一

般的研究 と量子群 S U
q(2) の 右

余イデア ル の分類におか れ て い る .
コ ンパ クト量 子群G とは

,
単位的 C

*

環 A と余積6 の 組

a - ( A , 6) の こ とで ある ･ こ の とき A を G 上 の 連革関数環 と意識す る革に(非可換環 で は

あるが) , しばしばA は C( a) と記される･ これは ｢ 変形 した群｣ である量子群 を関数環の

立場か ら把握する W o r o n o w i c z の提唱 したア プロ
ー チ で あり

,
D ri n f e1

7

d や Ji m b o らに よる

包括環か らの ア プロ
ー チとは リ ー 群とリ ー

環の よ うに密接 に関係 して い る . 量子群 G の 作

用 素環
~
( C

*

環や v o n N e u m a n n 環) A へ の(右) 作用 とは , 単射的 * 準同型 α: A → A ⑳ C( G)

で( α ⑳ id) o α - (id ⑳6) o α を満たすも の の こ とで ある ･ と
~
く にそ の 固定点環 A

α が C に

な る とき , エ ル ゴ
ー ･ド的な作用 で ある とい う.

コ ン パ ク ト群 の エ ル ゴ
-

ド作用 に つ い て は多く の 研究 が あるが , そ れ らの 中で も A .

w a s s e r m a n n によ る
一

連の研究【6 , 7 , 81] の 重要性は 際立っ七い る . [6】で は ,
エ ルゴ -

ド系

の 同変 K 理論が研究され m ul ti p li~cit y m a p の 理論が展開され て い る . それ を受 けて【8】

では
,
コ ン パ クト琴βU(2) の エ ル ゴ

- ド系が今て決定される ･ この 流れ を簡単に説明 しよ

う.
コ. ンパ ク ト群 G の エルゴ

- ド系( A , α) を用意する ･ 有限生成射影的( A ,- a) 加群全体

( 正確 には 同値類たち) の 成す群が向変 K 群 K o
G
( A) で ある ･ G r e e n -J u lg 写像 3

'

は｣ 碓( A)

と 叫 A x α G) の 間の 同軍を導く ･ こ
.
れ らには自然 に G の 双対∂が作

t

jR し表現環 R ( a)･ の

加群 となる が, j は R( a) 加群 とし て の 同車で もある こ とが重要で ある ･ さ て
,
エ ル ゴ

-

ド性か ら接合積環 A x α G は コ ン パ クト作用 素の 成す環(行列環の ような もの)蕊( H i) た ち

の直和 e i ｡ I 濫( H i) と同型セある ･ そ れゆえ k 群 K o( A x α G) は Z
I
とい う格好を してお り,
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そ の R ( G) 加群の 構造か ら準同型 即‥R( a) - M I( A) が導か れる ･ 写像 M は m ulti pli ｡it y
甲 a p と呼ばれ る ･ A ･

'
w a s s e 血 a n n は m u ltip licit y m ap が常 に同時固有 ベ クトル を持 つ こ

と , よ り正確 には等式

M (7 T) c - d
甘
C

が全 て の既約表現 7 T(d q はそ の 次元) につ い て成 り立 つ ような( 無限) ベク トル ｡ ∈ a:
I が存

在す る こ とを示 した ･ こ の等式はd ∬ - 2 の場 合に行列 M (7T) を分類 して しまうは ど強力
で ある(【2]) ･ a - S U(2) , 7 r - 7T l/ 2 の 場合 に羊の 観察 を適用 して A の 既約分解を解明 し,

エ ル ゴ
-

ド系‡A , α) の 分類が行われたの で あ っ た .

私 は コ ン パ ク ト量子静の エ ル ゴ
-

ド作用 につ い て も 同変 ∬ 理論
~
を研究 して コ ン パ ク ト

量享群 S U
q(2) の エ ル ゴ

-

ド系を分類 しよう と考えた . 量子群の 同変 K 群 につ い て は先行

す る結果[1 , 5] を利用 で き, エ ル ゴ
- ド作用 にた い して m u ltipli cit y m a p を構成す るの は

や さ しい ･ しか しなが ら
,

一

般 の エ ル ゴ
-

ド系 に対す る同時 固有ベ ク トル の 存在証 明は

うま く いか なか っ た ･ これ は群が量子化された こ とで見せ る ｢非ト レ
ー

ス 的｣ な振 る舞い
に起因 する ･ そ の ため量子群 S U

q(2) の エ ル ゴ
- ド系す べ て を分類する こ とをあきらめ て

,

小 さなクラス につ い て 分類 した ･ そ れ らが S U
q(2) の 右余イデア ル で ある .

コ ン パ ク ト華子群 G の 右余イデアル A とは , C( a) の ( ノ
.ル ム 閉) 単年的 * 部分環七

6( A) ⊂ A ㊥ C( a) をみ た
.
すもの の こ とで ある ･ この 状況は , G が右移琴作用 で A を大域

的 に不 変に して い る と見直すとわ かりや す い . G が コ ン パ ク ト群 で ある とき
, 右余イデア

ル の なす集合 と閉部分群 のなす集合 との 間に次 の よう な ⊥ 対 一

対応が 存在する .

‡右余イデア ル) ← う ( 閉部分群)

C( H ＼G) - ⇒ H .

それ ゆえ コ ン パ クト量子群 の有余イデア ル を非可 換等質空間上 の 連続関数環 と解釈 し て
も よ い で あろう. S U

q( 2)- の右余イデアル の 例で よく知 られた もぁと して ,
P o dle言の量 子

球面族‡S q
2

,
A) A([4J) や後述の部分量子群 別 こよ る商空 間上 の 連続関数環 C( H ＼a) が あや･

さ て
,
G の 右余イデ アル A は 自然に土)レゴ

ー

ド系( A , ∂) を なすが ,
次 の 定理 は こ の エ ル

ゴ -

ド系に対する m ul tipli cit y
■
m ap M には 同時 固有ベク トルが 常に存在す る こ とを示す.

定理
~
-(論文 , C o r oll a r y 4 ･ 2

-
1) G を コ ンパ ク ト量子群 とす る･ A ⊂ C( a) を右余イデア

ル与し, 添字集合 Z は同型 A 湘∂ G
~ 望 o i ∈I BS( H i) に現れる もの とす る ･ e i を i ∈ I に対応

する A x 6 G の極小射影 とする ･ そ の ときづクトル c - ( c i) i ∈I が次の 条件をみ たすように

存在す る .

1 . 各 ci は 1 以上 の 整数で あり,
ある添字i o ∈ Z に対 し て c i

.

- 1 で ある .

2 . c は同時固有 ベ ク トル で ある ,
より正確 に は等式

M (7T) c - d T C

が全 て の 7r ∈ G iこ
p
? い て成 り立 つ .
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3 ･ 共変系( A , a , α) と( ei ｡ A ⑳ 拡( L
2

( a)) ei ｡ , a , 6 1) は同型で ある .

上 記定理中の 記号の 説明は論文を参照された い ･ 上 で G - S U
q(2) , 打 - q l/ 2

とすれ ば,
右余イデアル の 既約分解の 許 されうる い く つ かの ケ ー

ス が列挙され る ･ これ ら は 紺(2)
や S U
- 1(2) の 部分群の M c K a y 図で分類 さ れ 右余イデアル の 型 とかタイプ と呼 ばれ る .

これら を逐 一

考察 して , 本当に矛盾なく存在するか どうか を観察する こ とで 分類 を完成さ
せ る .

た とえ ば
, 右余イデアルA の既約分解がA芸型 , 7r . ①7r3 0 7 r｡ (D 2 7T 6 乱 ‥ で あっ たと しよう,

これは 打3 既約表現空間 仇 , が A に同変に埋め込まれて い る こ とを示 す･ この 写像をj , A

の掛 け算写像を m ‥A ⑭ A - A と書 こう ･ 写像 m ｡ (j ㊥j) はテ ンソル積表現空間 仇 3 ㊧ H T 3
か ら A へ の 同変写像で ある ･ とこ ろ で分解 H q 3 ⑳ H q占 望 ⑳j

6

= ｡
H 2 の うち e - 1 , 2 , 5 にあた

る表現空 間は写像 m ｡ (i ⑳ j)
-め核車間に含 ま-れ るか ら , i( H q 3) の ベ ク トル か ら

J
c leD s h-

G o r d an 分解係数を使 っ て e - 1
,
2
,
5 の 最高ウ ェ イ トべ ク.トル を作ればそ れら は o で ある .

さ ら に[3] で 与え られ た C( S U q( 2)) の P et e r - W eyl 分解を利用 してj( H q 3) の ベ ク トル に つ
い て の方程式が で きあがる ･ この 方程式が自明な解 しか持た ないな らば

,
A芸型右余イ デア

ル は ない と結論 で きる ･ 実際に は A芸型 を含めて 多く の 型がLqI ≠1 の 制約下 で この 方法 に
よ り棄却 され る ･ 難 しい の は非 自明な解が克っ か る場合 で奉る . これ は q が負の 場合に起

こ り,一 求めた ベク トルが生成する右余イデア ルが実際に望む タイ プで ある こ と を示 さね ば

ならな い ･ そ の ベクトルが低ス ピン(1/ 2 ぐらい) の もの な ら直接的な代数計算が可能 で あ

る ･ しカ? し q - - 1 の T n , D n 型( n ≧ 3 , 奇数) で実際 に解析が必要 となる串うに, もつ と

高ス ピン の 所石こ生 まれて い る の ならもはや代数計算かち 帰結す る こ とは不可能 とい っ て よ

い ･ これ らの 場合次の ように実現 される こ とや判 明す る ･ H - ( C ( H ) , 6 H ) を別 の量子群
と し , 全射 * 準 同型 r H ‥C( a) - C( H ) が 6 H ｡ r H - ( r H ㊥ r H ) ｡ 6 が存在す る 場合を考 え

る ･ こ の 状況 は H が G の ｢量子部分群｣ で あると思うと分か りやすい ･ そ こ で B ⊂ C(･H )
を部分 * 代数 とす る ･

こ の とき集合 A - ( a ∈ C( a) I ( r H ㊧ id)(6( a)) 与 B ⑳ C ( a)) は右

余イデア ル とな る . 特に B - a: の 場合 A - C ( H ＼G) と善か れ る . さ て 分類結果は次 の

よう になる .

定 理( 論文 , T h e o r e m 6 ･ 1
,
7 二I , 8 ･ 1) C(S U q(2)) の 右余イデア ル A は以下 の もの に

限る .

(1) 0 < q < 1 の 晩 右余イデアル の タイ プは , 1 , S U( 2) , T n (r? ≧ 2) , T と D ㌫ のい ずれか

で あり, 甘 型 の 時には7 P o dl eg の 量子球面になる . それ 以外の 時 には , 共役 を除き
一 意

的 で ある .

( 2
-
)
⊥ 1 < q < 0 のPS , 右余イデアル のタイ プは , 1 ,

■
s u(2) , T n ( n ≧ 2) , Ⅷ

'

,
D £ と D l の い

ずれ か で あり, T 型の 時には , P o dl eg の量子球面になる . それ以外 の 時には
,
共役 を除

き 一 意 的で ある . .

( 3) q - - 1･の 時は次の ようになる ･
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( a) A の タイプが, T n 型( n ≧ 3 は奇数) , 又 は D n 型( n ≧ 1 は奇数) で なければ, 閉部

分群 H ⊂ S O - 1(3) が唯
一

つ 存在 L
_
,
A - C( H ＼S O - 1(3)) が成り立つ ･

( b) A の タイ プが T n 型( n ≧ 3 は奇 数) の 時, A は C( T n ＼S U _ 1(2)) ,一又 は C
*

(77? , 節)
に共役で ある .

( c) A の タイ プが D l 型の 時 は, A は C( D l ＼S U _ 1(2)) に共役で ある .

( d) A の タイ プが β7 溜 ( n ≧ 3 は奇数) , A は C( D n ＼StI_ 1(2)) , 又 は C
*

(ポ) に共疫で

ある .

Eql ≠ 1 の 場合 ,
D £, D l 型 は量子球面 で も商等質空 間で もな い右 余イデアル で ある .

q
- - 1 の 場合 , 右余イ デアル C

*

(ポ,毎号) と C
*

(ポ) は商等質空間で はない . これ らの定義

は論文(p . 6 3) を参照されたい .
エ ル

､

ゴ ー ド共変系と して は , C( T n＼βU - 1(2)) と C
*

( 碑 群)
は非同型 で ある の に対 して ,

C( D n ＼5 U 1 1(2)) は C
*

(ポ) に 同型 で ある こ と も示される( 請

文, P r o p o siti o n 8 ･1 1) ･
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