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本学位論文で は ､
コ クセ タ

一

群 の 同型間題 ( 即ち ､
二 つ の コ クセタ 一 群が互 い に同型 と

なる条件やそ の 同型写像 の性質を調 べ る 問題) 及び関連す る話題に つ い て論 じる o コ クセ

タ 一 群 とは､ 生成元 と基本関係によ る群表示 のうち コクセタ ー 表示 と称され る特別な表示

を持つ群 の こ とで あり､ それらは (
一

般には退化 した) 双線型形式を持 つ 実ベク トル空間

上 の 鏡映群 と して実現で きる o 上述 の 同型間題は ､ 与えられた コ クセ タ 一 群 におけ る ( コ

クセ タ 一 群 と
L

して の) 生成系 の 多様性を調べ る問題 とも換言 で き ､
コ クセ タ 一 群 に関す る

近年 の研究 で最 も発展 した分野 の
一

つ で ある ｡ 例えば､ 共に コ クセタ 一 群 である正 六角形

の合同変換群 と 2 次及び 3 次 の 対称群 の 直積群は
､

互 い に異なる コ クセ タ - 表示を持 つ も

の の抽象群 と して は同型で あり､
こ の 例からも同型間題が自明な問題で は ない こ とを見て

取れ る ｡ こ の 間題は
､ 以下 の 通り､ 有限生成なも の な ど様々 なク ラス の コ クセ タ 一 群 に限

定された形で主 に研究されてきた ｡ 本論文で は, 有限生成 とも限らな い 一 般の コ クセ タ 一

群の 同型間題を研究し
､p その 間題を既約 コ クセタ 一 群 の場合右耳帰着さ せ る とと もに

､
コ ク

セ タ 一

群 の 間の 同型写像が鏡映 を保 つ ため の 充分条件 を与 え る ｡ またそ の 過程 で ､ 無限既



約コ クセ タ 一

群の 直既約性や コ クセ タ 一 群 の自己同型群 の構造な ど､ 以下 に詳述する よ･う

な関連する結果 も与える ｡

コ クセ タ 一 群 の 同型 間題の起源 は
､

H . S . M . C o x e t e r 氏が 1 9 3 5 年に与えた ( 今の

言葉で言う) 有限 コ クセ タ 一

群 の コ クセ タ 一 義示 の 分類 にある ｡_ 任意 の コ クセ タ 一 群は､

既約成分 と呼 ばれる既約な (即 ち ､ 異なる集合に属す る生成元が互 い に可換となる ように

生成系を分割で きな い) コ クセタ 一

群 の ( 制限) 直積 に分解で き るため､
コ クセタ 一

群が

既約な場合が本質的である
｡ 氏 の結果より､

二 つ の 有限既約 コ クセ タ 一 群が同型ならばそ

の コ クセ タ一丁 表示は同
一

で ある こ とが従う｡ ( なお ,. コクセ タ 一

群 の既約性 は 一

般に コ クセ

タ - 表示 の選び方 に依存す るo 冒頭に挙げた例で は
, 正六 角形 の 合同変換群は既約 コ クセ

タ 一

群で あるが ､ 対称群 の 直積群は既約 コ クセ タ 一

群では ない ｡)

そ の 半世紀余り後 ､ 1 9 9 1 年に A . M . C o b e n 氏は自身 の講義録にお い て ､
｢ 無限既約

コ クセ タ 一 群 の コ クセ タ - 表示 は 一 意的か｣ と いう開 い を提示 した o B . M ti hlh e r r 氏は 2

0 0 0 年の論文 におい て ､
コ クセ タ - 表示が異なるが互 い に 同型な無限既約 コ クセ タ

一

群

を具体的に構成して C o b e n 氏 の 問い に否定的な解答 を与えた ｡ そ の 同型写像 の 構成法は ､

氏 自身ら数名 によ る 2 0 0 2 年の論文に て ｢ コ クセ タ -

図形q) 捻 り｣ と い う 一 般的な操作

へ と昇華 された Q そ こ で は
､

二 つ の コ クセ タ 一 群 の 間の 同型写像が鏡映を保 つ ならば
､ 両

者 の コ クセ タ - 表示は有限回 の ｢ 捻り｣ に よ っ て 互 い に移り合うで あろう､ との有力な予

想 も提示されて い る｡

一

方 ､ R . C h a r n e y 及び M . D a v i s の両氏は 2 0 0 0 年の論文で ､ ある幾何学的な条件

を満たす コ クセ タ 一 群 ( ア フ ィ ン コ クセ タ 一

群 を含む) の コ クセ タ - 表示が 一 意的 で ある

こ とを示 した ｡ また､
二 つ の 生成元 の積 の位数が限定された ｢ 直角｣ ｢ 斜角｣ ｢偶｣ と称 さ

れ るク ラス の コ クセ タ
一

群 の 同型間題が
, それぞれ D . G . R a d cliff e 氏 ､ M iihl h e r r 及び

a . W eid m a n n 両氏 ､ p . B a h ls 氏 によ っ て 詳 しく研究されて い る o

現在で は､ も し ｢ 捻 り｣ に関す る上述 の 予想が証明されれば､ 有限生成な コ クセ タ 一

群

の 同型間題の完全解答が得 られる段階ま で研究が進 んで い る ｡ しか しながら､
これ ら先行

研究の 殆どは有限生成 な場合 に限られて おり､

一

般の コ クセ タ 一 群に関 しては ごく僅か し

か知 られて い ない の が現状であるふ 本研究の 目的の
一

つ は､ 有限生成 とは限らな い
一

般の

コクセ タ 一

群 の 同型間題に対する突破口 を開く こ とである o
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本論文は 二 編 の論文を組み合わ せたも の で あり､ 第
一

部 と第二 部 の題名 は各論文 の 題名

で ある ｡ 第
一

部で は､
コ クセタ 一

群 の有限既約成分全て の積 (有限成分 と称す る) に ､ 無

限既約成分 の 同型類の ( 重複度 を込めた) 全体を合わせ る と ､ コ クセ タ 一 群 の 同型類 の完

全不変量をなす こ とを示す (定理 3 . 4 ) ｡ これは 一 般の コ クセ タ 一

群の同型間題が ､ 無限

既約成分同士 の 同型性判定 ､ 即ち無限既約 コ クセ タ 一 群 の 同型間題に帰着される ことを意

味する ｡ ( なお ､ 有限成分 同士 の 同型性判定は難 し い 問題で はなく , 定理 3 . 4 でそ の方法

の 一 つ を述 べ る o) 他 にも定理 3 .

■
4 におい て ､ ( 各既約成分はそうで ない に もかかわ らず)

コ クセ タ 一 群 の有限成分が生成系 の選び方 に依 らず 一 意 に定 まる こ とを示 し ､ コ クセ タ 一

番 の 間の 同型写像を既約成分 の 置換と中心的同型写像 の積 に分解する o 更に これに基づき
､

コ クセ タ 一

群の 自己同型群を既約成分 の自己同型群を用 い て 記述す る ( 定理 3 . 1 0 ) 0

なお ､ 対象 となる コ クセ タ 一 群 が有限生成 の場合 に は ､ こ れら の 結果 が L . P a ri s 氏 の

2 0 0 4 年 の プ レプリン トにお い て 独立 に証明されて い る o しか し ､ 氏 の用 い た論法にお

い て はコ クセ タ 一 群 の 有限生成性 の 俊定が不可欠で あり, 本論文で扱う 一

般の コ クセ タ
一

群 に対 して はそ の論法 は適用で きな い
o

主結果 の 証明 の過程で ,
コクセ タ 一 群 にお ける位数 2 の 元で生成される 正規部分群 の 中

心化群 を全て特定 し ( 定理 3 . 1 ) ､ そ こか ら両 因子が位数 2 の元で 生成される ような既約

コ クセ タ 一 群 の 中心積分解埠自明で ある ( どちらか の 因子が中心に含 まれ る) こ とを見出

す ( 系
､
3 . -2 ) ｡ 無限既約コ クセ タ 一 群 の 中心は自明な の で ､ 系 3 . 2 よ り無限既約コ ク

セタ 一

群 の 直既約性が従う (恵理 3 . 3 ) ｡

一 方 ､ 主組成列 を持つ 群 の 直既約分解に関す

る K r 1111 - R e m a k - S c h m id t の 定理 の 類似物 と して ､ 抽象群 の 直既約分解で全て の 因子があ

る クラ ス に属する もの に つ い て ､ それ ら直既約因子 の
一 意性定理 ( 定理 3 . 9 ) を証明す

る o こ の クラス は ｢ その ク ラ ス に属す る群 の , 各因子が またそ の ク ラ ス に属する中心積分

解は 自明で ある｣ と い う性質を持 っ ており､ これ は系 3 . 2 で見 出された性質 を抽象 した

もの で ある
o 定理 3 . 4 は､ 定理 3 . 9 と系 3 . 2 を合わせて 証明される o

第 二部で は ,
コ クセ タ 一 群が鏡映独立 と いう性質を持つ ため の 充分条件を与え る ｡ 冒頭

で触れた コクセ タ 一 群の 鏡映群と して の 実現 はそ の 生成系 の選び方 に依存する が､ そ の 際

に ｢ 元が鏡映で ある｣ と い う性質が生成系 の 選び方 に左右されな い場合 ､ そ の コ クセ タ 一

群は鏡映独立で ある と称 される ( これは , 件 の コ クセ タ 一

群か ら他 の コ クセ タ 一

群 へ の 同

型写像が常 に鏡映を保 つ こ と と同値で ある) ｡ 鏡映独立な コ クセ タ 一 群は､ 幾何学的 に良い

性質を持 つ と考 えられ るだけで なく , 前述 の M iih lh e r r 民ら の 予想 と関連し七
一

般の コ ク
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セ タ 一 群 の 同型間題 にお い て も重要な意味 を持つ .

コ クセ タ 一 群 の鏡映 に つ い て は ､ 自身以外でそ の元 と可換な鏡映全 てが生成する部分轟

もまたコ クセ タ 一 群 となり､ 従 っ てそ の 有限成分が考えられる ｡ 定理 3 . 7 で は､ そ の有

限成分が ､ 件の鏡映 と共役な高々 一

つ の 鏡映によ っ て 生成されるならば､
コ クセ タ 一 群 の

生成系 をどの ように選び直 して も件の鏡映は再び鏡映となる こ とを示す ｡ こ の条件を全て

の鏡映が満たせ ばそ の コ クセ タ 一 群は鏡映独立 とな る ( 実際には
､ 鏡映 の 共役類 の代表系

に 関して条件を確かめればよ い) ｡ なお､
こ の条件は参考論文 の結果を用 い る こ とで 実際に

検証が可能で あり､ 本論文 と参考論文の結果に基づ い て ､ 鏡映独立な コ クセ タ 一

群 の い
.

く

つ か の クラス を後続の 論文で与える予定で ある｡ 例えば､ 与 えられた無限既約コクセ タ 一

群の 生成元が全て 互 い に共役で あるか , も しくは 二 つ の 生成元 の 積の位数が常 に有限で あ

れば, こ の コ クセ タ
一

群は鏡映独立 である こ とが示さ れる ｡

定理 3 . 7 は､
コクセ タ 一

群 の 間の
′

同型写像 によ る鏡映 の 像の 中心化群 と､ も と の鏡映

の 中心化群 ( これらは互 い に同型で ある) の構造を比較す る こ とで示 される o 参考論文 の

結果より､ これら の 中心化群はある コ クセ タ 一 群 とある部分群 の 半直積で あり､ そ こ で の

作用は前者 の 因子 の コ クセ タ 一 群 として の 生成系を保 つ o こ の比較を行うため の半直積分

解の仕方 に依存 しない 道具 として ､ 指数有限な中心化群 を持つ位数2 の元 を ( 具体的な半

直積因子 の構造を用 い て) 全て特定す る ( 定理 3 . 1 ) ｡ なお ､ 定理 3 . 1 は定理 3 . 7 の

証明以外 に ､
コ クセ タ 一

群 の 有限成分 の
一

意性 の別証明や ､ コクセ タ 一 群 の ある半直積分

解の考察な どに も応用 を持つ ( 3 . 2 節 を参照) o

なお ､ 証明にお い て ､ それ自身も興味深 い対象で ある , コ クセ タ 一 群の 本質的元 ( 放物

型部分群 と共役な真部分群 に決 して含 まれな い元) と､
コ クセ タ

一

群 の 生成系を保 つ 自己

同型写像に よる 固定点集合 ( 部分群) を用 い る ｡ 前者に 関して は ､ D . K r a 皿 m e r 氏 の学位

論文や P a ri s 氏 の 前述 の プレプリ ントにおける結果を ( 少 し
一

般化 して) 第 4 節で述 べ る o

一 方後者に 関しては ､ そ の ような固定点集合が コ クセ タ 一

群 となる こ とが R . St ei n b e rg 氏

に よ っ て 示 されて ( また後 に M ii b m e r r 氏や難波 正幸氏 によ っ て別証明が与えられて) い

るが ､ そ の構造ともと の コ クセ タ 一 群 と の 関係 に つ い て第 5 節で 述 べ る o
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