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4 次元 ユ
ー クリ ッ ド空間 汲

4 に埋め込まれた閉曲面を曲面絡み目と呼ぶ. 曲面絡み目の全同位同

値による分類が 2 次元結び目理論の主目的である ｡ 1 次元結び目理論に お いて 盈
3 のなかの絡み 目

と A rti n の プレイ ドとの 関係が示されてい るが､ 2 次元結び目≡哩論にお い ても同様な研究がなされ

て い る o V i r o に よ り導入された 2 次元プレイ ドの概念が鎌田氏に よる
一 連 の研究より理論的に整

備され発展 した｡

鎌 田氏は
一

連 の研究の中で､ 2 次元プ レイドを記述するためにチヤ
⊥
ト表示と呼ばれる方法を導

入 し【K 9 21 にお いて次数が 3 の 2 次元プ レイ ドはある標準形に変形できることを示 した o こ の結果

は[ⅨM M W】におい て種数 1 の レフ シ ェ ッ ツ フ ァイバ
ー

空間の分類定理に応用された｡ これはすで

に知られて いた分類定:哩に対 して簡明な別証を与え てい る｡

筆者はまず鎌田氏のチャ
ー

ト表示0) 定義を
一

般化 して A u r o u x の 定理 (【A】) の別証を得た. ま

た 2 次元結び目理論における二重絡み数とある準同型 B m - G と の関係をチャ
ー

ト表示を応用 し

て研究した ｡ 現時点ではまだ応用された例は少な いがレフシ ェ ッ ツ フ ァ イバ ー 空間や 2 次元プレイ

ドの他にも複素射影平面上の有限被覆の分岐集合 とモ ノ ドロ ミ
-

表現 との関連が示されて い るな

ど
､ 特 に 4 次元多様体のトポロ ジ

ー に関して チャ
ー

ト表示が有用な道具になると期待される ｡ 以下

論文の内容につ いて述べ る｡

p a rt 1 : 向き付けられ た閉曲面上の モ ノ ドロ ミ
-

表現の チ ャ
ー ト表示

鎌田氏はまず2 次元プ レイドがそのモ ノ ドロ ミ
-

表現 p = 7T l( D
2
＼∑, b o) - B m で決定されるこ



とを示 した([K 94]) o こ こ で ∑ は 2 次元円板 D
2 の内部の有限個の点からなる部分集合で ある ｡ 一

方 ､ D
2
の 内部に埋め込まれたグラフに よ っ て 2 次元プレイドを記述するチャ ー

ト表示と呼ばれる

方法を導入 した(【K 9 6】) o 2 次元プレイ ドのモ ノドロ ミ
一 義現は条件 p(∂D

2
) - id を満たすので

､ p

は穴あき球面 S
2

＼∑ の基本群から B m へ 準同型とみなせる ことに注意する ｡ 2 次元プレイド理論
におけるモノ ドロ ミ -

準同型とチャ
ー

ト表示 との対応を以下の ように 一 般化 した｡

まず群 G をひとつ 固定する｡ B を向き付けられた閉曲面として ∑を B の有限個の点からなろ部

分集合とする . 群 G に億をとるモ ノ ドロ ミ -

p と は準同型 p : 7r l( B ＼∑, b ｡) - G の 事であると定

義する ｡ また､ 2 つ の モノ ドロ ミ
-

β と〆 が同値であるとは ､ 向きを保つ 同相写像

h = ( B , ≡, bo) - ( B
'

,
∑
′

,
b o)

と G の内部自己同型写像 9 が存在して p
/
｡ h * -

g o p が満たされる事 である ｡ 各点 s ∈ ∑ のまわ

りで p によ っ て G の元が共役を除い て定まる ｡ これを p の s における局所モ ノ ドロ ミ
-

型 と呼ぶo

こ こ でチ ャ ー ト表示はピクチャ
ー

理論 ( cf . [I] , [R]) の拡蛮である とみ なせる事に注意 しておく｡

以下の用語に つ い ては【B P】によるピクチャ
ー の 定義を参考に してい る｡

チ ャ ー ト表示を定義するため には G の表示 P - ( X FR ) と 甲( X ) の 部分集合 L を固定するo こ

こで X は生成元の集合で 月 は関係子の集合であり､ w ( x ) は X u X ~
1 で 生成され る自由半群で

ある｡ r を B の互 い に交わら 凱 ､ 有限個の 2 次元円板‡v i) と互 い に交わ らな い有限個の 向き付

けられた連結な 1 次元部分多様体‡E ,･) か らなるもので次を満たすもの とする‥ それぞれの E j は

B ＼U i l n t Ⅵ に正則に埋め込まれ､ 生成元 x をラベルと してもつ o さらに､ それぞれの Vi は r , - r

また はe をラベル としてもち ( ただし r ∈ R
,
e ∈ L ) ､ a Vi ＼∪

,
･ E ,･ に 基点 b v i をも つ ｡

r が( P , L)- チャ
ー トであるとは

､
それぞれの V

i
の まわりで E

,

･ の ラ ベ ルに符号を付加 したもの

を∂Vi に沿 っ て並べて得られる W ( X ) の元が v i の ラ ベル (r , -

r また は e) に応 じて r , r ~
1
ま た

は e に等 しくなるこ とである と定義する o チ ャ
ー

ト r から自然にモノ ドロ ミ -

p I
. が得られる事 に

注意する ｡ こ の とき鎌田氏の理論の
一

般化 と して次が得られた ｡

定理 (【K 9 2] T h e o r e m 1 4 の
一

般化) G 8こ値を とるモノ ドロ ミ -

p の局所モ ノ ドロ ミ
-

型が L の元

で表される と仮定する ｡ こ の ときある ( P , L)
- チ ャ ー

ト r が存在して p I, と p が同値になる｡

ま たチ ャ y- ト変形同値の定義を
一 般化する こ とで次が得られた｡

定理 (【K 9 6] T h e o r e m 1 .1 の
一

般化) 2 つ の ( P , L)- チャ
ー■ト r と I

I I

がチ ャ ー ト変形同値である事

と p r と p r ′ が同値である事は必要十分である ｡

応用 として種数 9( g ≧ 3) の レフ シ ェ ッ ツ フ ァイバ
ー

空間を考える ｡ 種数が 2 以上の レフ シ ェ ッ ツ

フ ァイバ ー 空間は モノ ドロ ミ - 準同型に よ っ て決定される ことが K a s と松本幸夫氏に よ っ て独立

に示されて い る (【K a s】,[ M]) ｡ この結果か らチャ
ー ト表示を用い て レフシ ュッ ツ フ ァイバ

ー 空間を

研究する事も可能であり､ 次の定理の別証を g ≧ 3 に対 して与える事ができた ｡

定理 (tAI T h e o r e m 2) 任意の g に対 してある種数 g の レフシ ェ ッ ツ フ ァイバ
ー

空間f g
O
が存在して

以下の性質を満たす : 種数 9 の レフ シ ェツ ツフ ァイバ
ー 空間とその切断の対 (I , s) と(f

′

,
s
'

) を考え

る ｡ こ こ で ′, ′
′

の全空間は 〟 , 〟
′

である とする ｡ さらに次を仮定する :

1 . 全空間 M と M
′ のオイラ

ー 特性数 と符号数はそれぞれ等 しい ､

2 . 切 断 s と s
'

は等し い 自己交差数を持つ ､

3 . J とJ
′

の可約な特異フ ァイバ ー の個数は ファイバ ー の型 ごとに等 しい ｡

こ の とき
､ 十分大きなすべ ての n に つ い て フ ァイバ

ー

和fl n f 9
0
と f

'

# n f 9
0 は 同型である o
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P a rt 2 : プレイ ド群の ある線形表現とチ ヤ ∵ ト表示

2 次元プ レイ ド S の モノ ドロ ミ - 表現 p s はプレイ ド群 B m に 値を とるが､ 次 の線形表現 p を考
え る :

p( a
.

i) - ド) ∈G L( m , 2:) .
こ の線形表現による像 p( B m ) はある有限群 引 こ含まれる . そ こで 引 こ値をとるモ ノ ドロ ミ -

杏

適当な局所モノ ドロ ミ -

型 の条件の下で分類する問題が考えられる｡ 筆者はチャ ー

ト表示の sもa t e

s u m i n v a ria n t (状態和) を用 いて分類を完成 し1 さらに鎌田氏に よ っ て導入された彩色つ きの状態
和を用いて 曲面絡み目q) 二重絡み数と p o p s と の関係を示す事ができた｡

定理 2 次元プレイド S の閉包 s
^

ヵミ2 成分か らなる曲面絡み日であ っ てそれぞれの成分の S に 掛ナ

るプレイ ド次数が 3 以上 である とするo この とき S
^

の 二重絡み数が o であることと p o p s が fr e e

ed g e だけからなる( P ( a ) , L) - f ヤ
ー トで表される こととが同値である o

一 方､ 曲面絡み目の重要な族としてリボン型の曲面絡み目があるが､ 鎌田氏によ っ て ､ リ ボ ン型

曲面絡み目はリボン型チャ ー

トと呼ばれる 6 価頂点を持たないチャ ー トに よ っ て表され
,
逆 にリボ

ン型チャ
ー

トによ っ て表される曲面絡み目はリボン型である ことが示されて い る｡ こ の事実に関連

して次の定理を示せた｡

定理 リボン型チャ
ー

トに よ っ て表すことの できない 2 次元プレイ ドで
,
リボン型の曲面絡み目を

表す 2 次元プレイ ドが無限個存荏する o

上記の定理の証明におい て具体的に 2 次元プレイ ドの例を構成 して曲面絡み 目としての変形を
するが

､
こ こ でもチャ

ー

ト表示が有用である｡

P a r t 2 の 結果は題ET
'

A c e r t a in 1i n e a r r e p r e s e n t a tio n o f t h e cl a s si c al b r ai d g r o u p a n d i t s a p pli -

c at i o n s t o s l l r fa c e b r ai d s
"

で M a t h , P r o c . C a m b . P h il . S o c . に掲載予定である｡

P a rt 3 : ツイ ス トス パ ン 曲面絡み 目の チ ャ
ー

ト表示

任意の 向き付け可能な申面絡み目は 2 次元プレイドによ っ て表される こ とが鎌田氏に よ っ て示さ
れて い るが

, 著者は 一 次元絡み目の組み紐表示を与えた ときにその絡み 目から【Z] で定義されたツ
イス トス ピ ニ ン グの構成によ っ て得られる曲面絡み目のチャ ー

ト表示を構成する方法を得た ｡

この結果の応用と して ,
ツイス トスパ ン曲面結び目の 1 ハ ン ドルに よる結び目解消数は元の結び

目の組み紐次数よりも 1 以上小さい こ とを示すこ とができ
,
さらに結び目解消変形を具体的に表

示することも可能である . ま た別の応用として
, 今回得られた チャ ー

ト表示を変形するこ とによ っ

て
, 任意の

一

次元結び目から 1 - ツ イス トスピ ニ ングに よっ て得られる球面結び目は自明な球面結び

目に同型である と い う【Z】におい て示された事実の組み合わせ的な別証明を与える･ こ とができた.

参考論文

# E] T h e lo w e r b o u n d o f t h e w -i n d ic e s of n o n -

ri b b o n s u rfa c e _li n k s .

( O s a k a I . M at h . 4 1 (2 00 4) 掲載)

向き付けられた曲面絡み 目に対 して w -i n d e x と呼ばれ る不変量がチヤ ,- トを用 いて定義され る｡

筆者は非リボン型の球面絡み 目に対 して ふ-in d e x の値の最小値を求め､ 具体的な例に対 して w-i n d e x
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の値を決定 した
｡
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