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氏名　伴克馬

ランキン・コーエン・伊吹山型微分作用素とは，いくつかの保型形式に対して，それらの微分を通して新

しい保型形式を与えるものである．楕円モジュラー形式の場合にはランキン，コーエンによる古典的な結

果が知られていたが，伊吹山によりジーゲル・モジュラー形式の場合にも微分作用素がどのように記述され

るかについて一般論が与えられた [6]．本論文は，この伊吹山の結果を表現論的な観点から捉え直すことで

ランキン・コーエン・伊吹山型微分作用素をハウ双対性の応用として扱い，その結果ジーゲル・モジュラー

形式と平行して Ũ(p, q)と Õ∗(2p)の上の正則保型形式に対する微分作用素の記述も得ることに成功した．

以下，主結果について説明する．簡単のためここではジーゲル・モジュラー形式の場合にのみ述べる．

Mp(n,R)を行列サイズ 2nのメタプレクティック群とし，その極大コンパクト群Knをとる．さらに f1, . . . , fd

をウェイト ks

2 の保型形式とし，φf1 , . . . , φfd
をそのMp(n,R)上の関数へのリフトとする．L(ks

2 1n)を最低

Kn型が ks

2 1nのMp(n,R)のユニタリ最低ウェイト表現とするとき，保型形式 fsは保型実現 L(k2
2 )Kn →

C∞(Γ\Mp(n,R))に対応する．L(ks

2 )たちのテンソル積の部分表現として現れる既約表現はユニタリ最低

ウェイト表現に限られるが，これらの一つに最低Kn型が τ のユニタリ最低ウェイト表現 L(τ)が現れると

する．すると，合成

L(τ)Kn →
d⊗

s=1

L(ks

2 1n)Kn →
d⊗

s=1

C∞(Γ\Mp(n,R)) ∆∗

→ C∞(Γ\Mp(n,R))

として新たら保型実現が得られる．ここで，最後の準同形は対角埋め込み∆が誘導するものである．この

保型実現はウェイト τ の保型形式に対応する．これが元々の保型形式から新しい保型形式を作り出す仕組

みである．

一つ目の問題は，テンソル積
⊗d

s=1 L(ks

2 1n)にはどのような既約部分表現が現れるかと決定することで

ある．これは，どのようなウェイトの保型形式が得られるか，ということに対応する．二つ目の問題は，上

のようにして得らる保型形式を記述することであり，これがランキン・コーエン・伊吹山型微分作用素の

記述に他ならない．前者への解答は次の定理である．以下 k = k1 + · · · + kd とおく．

定理 1. テンソル積の既約分解は

d⊗
s=1

L(ks

2 1n) '
⊕

D∈∆k

L(τ(D) + ks

2 ) ⊗ V
O(k1)×···⊗O(kd)
λ

で与えられる．ここで，∆k はあるヤング図形の集合で，τ(D)はDでパラメトライズされる U(n)の支配

的整ウェイトであり，Vλ(D) はDでパラメトライズされる O(k)の有限次元既約表現である．
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さて，τ = τ(D)+ ks

2 となる τ に対して，保型実現L(τ)Kn
→ C∞(Γ\Mp(n,R))を考える．まず，Hkを

O(k)-調和多項式，すなわち f(x) ∈ C[Mn,k]であって 1 6 i, j 6 nに対して
∑k

ξ=1

∂2

∂xi,ξ∂xj,ξ
f(x) = 0とな

るもの全体のなす空間とする．HkへのKn×O(k)の作用を ((g̃, c)f)(x) = det(g)
k
2 f(tgxc)，(g̃, c) ∈ Ũ(k)×

O(k) ' Kn×O(k)として定める．この作用のもとで，O(k)-調和多項式の空間はHk '
⊕

D∈∆k
Hk(D)と分

解する．各因子Hk(D)は既約でUτ(D)+ k
2
£Vλ(D)と同型な既約表現である．部分加群L(τ(D)+ k

21n)Kn ↪→⊗
L(ks

2 1n)Kn を与えることと h ∈ (Hk(D)O(k1)×···⊗O(kd)⊗U∗
τ(D)+ k

2 1n
)Kn を与えることは同値になる．し

たがって，hに対応するジーゲル・モジュラー形式を計算することにする．

h ∈ (Hk(D)O(k1)×···⊗O(kd) ⊗ U∗
τ(D)+ k

2 1n
)Kn は O(k1) × · · · × O(kd) による不変性から (n, n) 対称行

変数 z(s) = x(s)tx(s) の多項式，ただし x(s) は (n, ks)-行列変数 (xi,k1+···+ks−1+j)i,j，と現せる．これを

Φh(z(1), . . . , z(d))と書く．さらに π+
i,j =

(
ei,j + ej,i

√
−1(ei,j + ej,i)

√
−1(ei,j + ej,i) −(ei,j + ej,i)

)
とおく．ジーゲル上半空間

上の関数 fs のかわりに，Mp(n,R)上へのリフト φfs
に関して定理を述べる．

定理 2. s = 1, . . . , dに対して，φfs を Γに関するウェイト ks

2 1n のスカラー値保型形式とする．各 h ∈
(Hk(D)O(k1)×···⊗O(kd) ⊗ U∗

τ(D)+ k
2 1n

)Kn に対して

∆∗(Φh(π+, . . . , π+)(φf1 ⊗ · · · ⊗ φfd
))

は Γに関するウェイト τ(D) + k
2 の保型形式である．ここで π+ = (π+

i,j)である．

ここで∆∗は∆が誘導する準同型 (
⊗d

s=1 C∞(Γ\Mp(n,R)))⊗U∗
τ(D)+ k

2
→ C∞(Γ\Mp(n,R))⊗U∗

τ(D)+ k
2

である．

これらの定理の背後にある理論はハウ双対性の特殊な場合である柏原・ヴェルニュの結果である．実際，

定理 1はMp(n,R)のヴェイユ表現をMp(n,R)×O(k)による分解から得られる．定理 2はもう少し微妙

な問題ではあるが，やはり同じ表現のフォック模型の構造を調べることで導かれる．ここでジーゲル・モ

ジュラー形式に対して行った議論は他の簡約双対ペア (Ũ(p, q), U(k))と (Õ∗(2p), Sp(k))に対しても平行し

て成り立つ．本論文ではこれらの場合にも定理 1,2に対応する定理を証明する．

さて，元々の伊吹山の定理はリフトでなく fsたちについて述べられていたが，これは定理 2から導くこ

とができる．Knの表現 (τ, Uτ )に対して，(τ ′, U ′
τ )を U ′

τ = Uτ への表現 k 7→ τ(tk−1)とする．τ ′は τ∗と同

型であるので，これを同一視する．さらに，Hnの変数を zで書くことにして，
∂

∂z
で行列

(
1 + δi,j

2
∂

∂zi,j

)
を表すことにする．

定理 3. s = 1, . . . , d に対して，fs を Γ に関するウェイト ks

2 1n のスカラー値保型形式とする．各 h ∈
(Hk(D)O(k1)×···⊗O(kd) ⊗ U ′

τ(D)+ k
2 1n

)Kn に対して

∆∗
(

Φh

(
∂

∂z
, . . . ,

∂

∂z

)
(φ1 ⊗ · · · ⊗ φd)

)
は Γに関するウェイト τ(D) + k

2 の保型形式である．

これは伊吹山によるランキン・コーエン・伊吹山型微分作用素の記述（論文 [6]の Corollary 2 (2)）に他

ならない．
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