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O n D iife r e n ti al O p e r at o r s o f R a n ki n - C o h e n -Ⅰb u k iy a 皿 a T y p e

fo r A u t o m o r p h i c F o r m s of M a n y V a ri a b le s

( 多変数保型形式に対するラン キン ･ コ
- エ ン ･ 伊吹山型微分作用素に つ いて)

二 つ の 正則楕円モ ジ ュ ラ ー 形
.
式 f( I) フ 9( I) で重さがそれぞれ k , l の も のが与 えられたとき ､ 明らかに横

i( z) 9( z) も重さ k + l の 正則楕円モ ジ ュ ラ
ー 関数になるo 半世範以前に R a n ki n は ､ f と g の 適切 な回数

の微分諾 , 藷 の双線型形式で重さが k + i + m ( m がある正整数) となるもの を無限個構成する手放を
見 つ けたo こ の種 の もの は ､ そ の後 C o h e n そ の他 の人 々 に よ っ て 一 般化と応用がなされ ､ R a n ki n- C . h e n

作用索と呼 ばれて い る
o

こ こ 1 0 年ほ どの 間に , 大阪大学の伊吹 山知義は､ これの 類似物を Si e g el モ ジ ュ ラ
ー

形式に対 して構成

することに成功した. ある定ま っ た種数 9 の有限個数 n 偶の Si e g el モ ジ ュ ラ
ー

形式に対 し､ それに多変

数の調和多項式壁 の偏微分作用素を適用 して
,
同 じ種数 のより重さの高い Sie g el モ ジ ュ ラ

ー

形式を構成す

る手法であるo こ の伊吹出の構成湊(El 下 Ib u k主y a 皿 a . の作用素と称す る) を詳 しく見ると､ これ は不連続群

の ありかたに殆 ど依存 して い な い こと ､ 実は不連続群が入る実 L i e 群 である n 次 シ ンプ レ タ ッチ イツ タ群

S p( n , a ) ( とそ の表現) の構造にの みに依存して い ることが読み取れるo

本論文は ､ I b u ki y a m a 作用秦の構成に見え隠れす る ､
この 実 の 表現論的な枠組みを明示的に取 り出 して ､

これが S p( n 7 R ) の W e主1 表現に対する l( a s hi w a r a N e rg n e の結束 より導出される定理 に よ っ て 完全に説明

され る こ とを明白に し､ さらに他 の 半単純 Li e 群 S U (p , q) , S o
ヰ

(2 n) に 対 し七も
-

般化 して ､ 所謂 H o w e

双 対性 の枠鋳みで捉えらるもの を包括的に取り扱 っ たo

以下 , 数式 を交えて主範果 つ い て 説明する . 簡単の ため こ
~
こで は 3 種の場合の うちの最初の場合で あ

る Si eg e i モ ジ ュ ラ
ー 形式の 場合に つ い て 述 べ よう. M p( n , a ) を行列サイ ズ 2益の シ ン プ レ クテ ィツタ群

s p( 柁 , a ) の自明で ない 2 重被覆､
つ まりメタプ レ クテ ィツタ群とし ,

その極大 コ ンパ ク ト群 I
～

f
n
を とる . さ

らに f l " ･ ･

, f d を重さ告 の 保型形式とし , 4 f l , -

,¢ゐ をそれ らに対応す る Li e 群 M p( T } , a ) 上 の 関数

- の持ち上げとする･ L 緒l a) を1 o w e st A
～

'

が
t y P e が客1 n の M p( n , a ) の ユ ニ タリ l o w e s七 w ei gh t 表現 と

す るとき, 保型形式 鳥 は保型的な実現. L(脊1 n) 産
n

→ C
∝ '

( r 岬 p( n , a )) に対応す る ･ L 緒i n) たち の テ
ン ソ ル穣 の部分表 現と して 現れ る既約表 郷 ま ユ ニ タリ I o w e st w eig ht 表現に 限られ るが, こ れ ら の

一

つ に

1 o w e s七 A
～

r

n

-七y p e 型が T
の ユ ニ タリ 1 o w e s七 w eig h t 表現 L( 丁) が現れ るとす る ･ すると , 合成

d i

L( T) 産
n

→ ⑳ L(% 1 n)A
-

-

n

→ ㊨ c
w

(r＼叫( n , A )
_
)
A
} c ∞(r＼M p( n , a ))

s = 1 s = 1

と して新たな保型的な実現が得られる .
こ こで , 最後 の準同型は対角埋 め込み △ か ら誘導され る. こ の合

成で得られ る保型的な実現は , r 重さ｣ T の保型形式に対応する .
これが元々 の保型形式から新 しい保型形

式を作り出す仕組みに他ならな い .

1



こ こで問題 は二 つ ある ･ (1) : テ ン ソル積 ⑳望= 1 L(告1 n) 内に生 じる既約部分表現 を決定す る ことで ある .

(2)‥ そ の既約因子 に対応する保墾形式を記述す る ･ . 彼の 問題 が R a n k i n - C o h e n -Ib u k iy a m a 禦微分作用素の

記述に他 ならな い ･ 初め の醜摩 へ の答は次 の定理である. 以下 k = k l + - I + k d とおく .

主定壇 1 . テ ン ソ ル横 の既約分解は

d

⑳ L(告i n) 空･ 0 L( T( D ) + 専1 n) ㊤ V ^
0 ( k l) × - .

× 0 ( k d)

s = 1 D ∈A h

で 与 えられる i こ こ で
, ･
A 尭 は あるヤ ン グ図形の集合で ,

T(
.
D ) は D で パ ラメ トライ ズ され る U( n) の

d o m i n a n t i n t eg r al w ei9 h i セあり, V ^( a ) は D で
パ ラメ トライ ズされる 0(k) の有限次元既約表現 である .

さて
,
T - T( D ) + 告1 n となる T に対して , 保型実現 L( T) 産

n

→ C
∞

(T 岬 p( n , a )
.
) を考える. まず, 7i k

を 0 (A) - 調 和多項瓦 す なわ ちf(x) ∈ C[ M n , k] で あ っ て 1 i i , j く n に対 して ∑E
k

= 1

∂
2

∂諾i
,fa X j , i
i( x) - 0

となるもC) 全体の なす窄開とする ･ 祁k へ の A
～

'

n x I)(A)
.
の 作頗を((5 , c)i)( 諾) - d e b(g ,); i(

t

g iT C) , ( 如) ∈

u (A) × 0(k) et A
～

'

n x O(k) と して定め る. こ の とき 0(k
･

) 一 調 和多項式 の空間は 祁k 空 ⑳D ∈A た7i k( D ) と分解

する ･ 各因子 祁 k( D ) は既約で U ,( D ) + 如n

E W ^( D ) と同型 な既約表現で ある･ 埋め込み L( T( D ) +喜1 n) 産
n

→

⑳ L(% 1 n) 彦n を与 えるこ とと 0 でな い 壷∈(7i k( D )
0 'k l' x - ' × 0 ` k d ' ⑰ U

,

*

( D ) . 喜1 n)
K n
を与 える ことは同値

である ･ それ 艶 をに対応する S ie g el キジ ュ ラ ー

形式 を計算する ことにす る .･

亙∈( u k( D )
a ( k l) x -

X 恥 )
⑳ u

r

*

( 琳 貴1 n)
K
N は β(k l). × ･ A I × 0 (k d) の下で の不変軽 から( n , n) 対称行列

変数 z( a) - x ( s)i x ( s) の 多項式となる･ ただ し 3 ( a) 紘( n , k s)
一 行列 変数( x i , k l + _ . + k e _ 1 + 3

･

) i ,i , と現せ る . こ

れを 申立( I
( 1)

,
∴
,
z
■(a)
) と書く. さらに 7 r:i -(

e i
,i + e j ,i V q ( e i ,i + e j ,i)

～/ = 丁( e i ,i + e j , i)
- ( e i

,i + ej ,i)) とおく . 保型形式 f s

の M p( r7 { , R ) 卜
- の 持ち 卜げ串f B/

に 関 して定理を述 べ る ･

主定理 望･ 3 - 1
,

-

,
d に 対 して , 如B を T に関する重さ 督1 n の ス カラ

ー 健保型形式 とす る ･ 各包 ∈

( u k( D )
0 ( k l) × ･

･
･ × 0 (k d) ㊨ U

T

*

( D ) +喜1 n)
K
n

･ に対 して

△
*

( 屯(7 r
+
,

…

,
7r
+
)(4,f l 令

- ㊨4, f d))

蔓3: r に 関する重さ T( D ) + 書の保型形式で ある ･ こ こ で 汀 + - ( 打: 3 ･) で ある･

主定理 2 は W eil 表現の F o c k 模型の構造を調 べ る ことで証明され る. 当論文で疫､
si e g e l モ ジ ュ ラ ー 形

式に 対 して行 っ た藩論 は ,
他の d -1 al r e d u c ti v e p ai r s ( U (p , q) , U( A)) と( 0

*

(2 p) , S p(k)) に対 して も平行 し

て拡張され ､
これらの 場合に も定理 1 ,2･ に対応する定理を証明 して い る .

本論文 は ､ 古典系列 の有界対称領域の ス カラ ー 値の正則保型形式 の 構成法に ､ 極めて 一 般性の ある手法

の ある ことを明らかに した . し かも これまでの 古典的な文脈に含まれた表現論的な仕掛 けを極めて自然で

透明な形 で明らか に当該分野 の研究に大きく寄与でき る. よ っ て
､ 論文擾出者 伴 克馬 は ､

博士 ( 数理科

学) の学位 をうけるにふ さわ し い充分な資格があると謎め る .
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