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論文題 目 自由群の自己同型群 の ホモ ロ ジ ー

, 及び付随する

リ ー 代数の 組み合わせ 群論的研究

氏 名 佐 藤 隆 夫

こ の 論文は 3 滞積成 で あり, 第 1 部で は
,

自由群 の 自己同型群 の ねじれ係数 2 次元ホモ ロ ジ ー

群 の 組

み合わせ群論的な計算を紹介する . また
,

第 2 部で は
, 自由群 の自己同型群 の J o h n s o n 準 同型 の 全射性

に関する新しい障害の構成を考え る . 最後に第 3 部で は
, 自由群 の合同I A - 自己同型群と呼ばれ る

, 自由

群 の 自己同型群 の あ る 正規部分群 に 関 して , そ の ア - ベ ル化 を決定す る . 以下はそれぞれ の 要旨 で ある .

第 1 部/ : 自由群 の 自.己同型群 の ね じれ係数 2 次元ホ モ ロ ジ ー

群 に つ い て .

n を 2 以上 の 整数 ,
F

n
を階数 n の 自由# , A u t F n を 自由群 F n の 自己同型静とす る . また , H を F n

の ア - ベ ル化 ,
H

*
- H o m z( H

,
Z) をそ の Z一双対加群 とす る . す る と, 自由群 の 自己同型群 A u t F n は自

然 に H
, 従 っ て

,
H

*

に作用す る . 論文[7l で は ,
こ れら の 作 用 に 関す る A u t F n の ね じ れ係数 1 次元ホ

モ ロ ジ ー

群 を
, 自由群 の 自己同型群 の表示を用 い て 計算した . 第 1 部でをも 同作 用 に 関す る 2 次元 ホモ

ロ ジ
ー

群が
, 係数環が 1/ 2 を含むような場合に

, 0 とな る こ とを示 した･ 即ち
,

L ‥ - Z[喜】を有理整数環

Z に 1/ 2 を添加 し て 得られ る Q の部分環 とし
, 任意な Z 一 加群 M に対 して

, 係数を L に 拡大した L一加

群 を A 4-L : - M ㊥z L とおく . こ の とき
, 以下 の ような結果が得られた.

定理 1 n ≧ 6 の とき
,

H 2( A llt F n ,
H L) - 0 ,

H 2( A u t F
n , H L) - 0 .

最 近 ,
Ⅲa t ch e r 及び

,
w a h l [3] らは

, あ る 3 次元多様体 の 写像類群 の ホ モ ロ ジ
ー

の安定性 を考察す る こ

とにより
,

n ≧ 3i + 9 の とき
,

H i( A u t F n , H ) - 0

となる とい う, 注目す べ き結果を得た･ 従 っ て n ≧ 1 5 の とき
,
我々 の結果 の ひ と つ で ある H 2( A u t F

n ,
H L) -

0 は
,
彼らの結果から直ち に 得られ る こ とが分 か る . しかしながら

,
我 々 の 手法は彼 らの もの とは全く異

なり, 自由群 の 自己同型群 の表示を用 い て 組み合わせ群論的 に行われ る . 群 の 表示を用 い て 計算す る こ と

の 利点の
一

つ は
, 彼ら の 手法で8ま直接計算で きな い

,
H 2( A llt F n ,

H
*

) の 場合 に つ い て も計算で き る と こ

ろ に あ る . 計算 の概略は以下 の 通り で ある . まず,
A lユt F

n
の H へ の 作用 に よ り, 自然な全射準同型写像

p : A lユt F
n う G L( n , Z)



が得られ る が
,

こ の p に よ る S L( n
,
i) の逆像を A u 七

十 F
n とおき, 自由群 の特殊自己同型群と呼ぶ . G e r s七e n

[2l に より,
A u 七

+
F n をま有限表示 を持つ こ とが知られ て い る . い ま,

これを( X f R ) とおき
,

F を X 上 の

自由群 , 虎 を F に おけ る R の 正規閉包 とすれば自然な完全系列

1 ) ji + F - + A nt
+ F

n - + 1

が得られ る ･ こ の完全系列が誘導する ホ モ ロ ジ ー

群 の 5 項完全系列 を考察する こ と に よ っ て
,

Åu t
+
F n の

ね じれ係数 2 次元ホ モ ロ ジ
-

群が算出され る . こ れら の結果 を用 い て A ll t F
n

の ホ モ ロ ジ ー

群 が計算さ

れ る .

第 2 部 : 自由群の 自己同型群の J o h n s o n 準 同型 の 全射性に節する新 し い障害に つ い て .

第2 部で は自由群 の 自己同型群 に 付随す る リ
ー 代数

,
特 に その斉次成分に 関する 考察を行う. r n (1) - F n ,

r n (2) ,
- を F n の 陣中心列 とする ･ 各 k

_
> 0 に 対 して , F n / r n( k + 1) に自明 に作用す る A u t F n の 元全

体を A n( k) とおく と
, 自由群 の 自己同型群 の 正規部分群 の 降下列

A u t F
n

- A n(0) ⊃ A n(1) ⊃ A n(2) ⊃ - ･

が得られ る ･ An d r e a d a kis [1】に よ っ て
,

これは中心列とな る こ とが知られ て い る . 各 k ≧ 1 に対 し
, 次数

商g r
k
( A n) - A n(A)/ A n(k + 1) は有限生成 ア ∵ ベ ル群 で あり, そ の次数和を g r( A n) とおくと

, g r( A n)
に は , A n (1) の交換子積か ら誘導され る自然なブ ラ ケ ッ ト積に羊り･ Z 上 の リ

ー 代数 の構造が入 る ･ こ

れを A u 七F
n に付随す る リ

ー 代数と呼 ぶ ･ 各次数商 g r
k
( A n) は: An t F

n
の 逐次近似 とみ なす こ とが で き,

こ れ の構造を調 べ る こ とは A 1 1t F n の ホ モ ロ ジ
ー

を考察す る 上 で も重要 で ある . しか しなが ら
,

一

般 に

蛋r
k
( A n) の構造は殆 ど解 っ て おらず, k - 1

,
2 の場合に そ の階数が知られ て い る くら い で あ っ た . 第 空 部

の 目的の 一

つ は, g r
3
( A n) の 階数を求め る こ と に あ る .

L: -
- e h ≧1

L: n(k) を H が生成す る Z 上 の 自由リ ー 代数とす る ･ An t F
n

に 付随す る リ
ー 代数の 各次数

商g r
k
( A n) の 構造を調 べ る 強力な手段 の

一

つ として
,

J o h n s o n 準同型写像

r
n (k) : g r

k

(A n) ) H
'

@ z L: n(k + 1)

が定義され る ･ 各 J o h n s o n 準同型写像は G L( n
,
Zト同変で あり, 構成 の 仕方から単射 で あ る . k - 1 の と

き J o h n s o n 準同型は全射
,

し たが っ て 同型 に な る こ とが知られ て い る が
,

k ≧ 2 の とき, J o h n s o n 準 同

型は全射 で はな い . 実際, 森田 tr a c e と呼 ばれ る G L( n
,

■
z) 弼変な全射準同型写像

T r た ‥ H
*

㊧z L n( k + 1) う S
k
H

で あ っ て
,

J o h n s o n 準同型写像の 像 に 制限する と零写像とな る も の が
,
森田茂之 に よ っ て構成され て い

る . こ こ で
,

S
k
H ほ H の k 次対称テ ン ソ ルを表す ∴

さ て
, 部分群 A n(1) は自由群 の I A 一 自己同型群 と呼 ばれ I A n とも表され る , A

l

n(1) フ A㌔(2) ,
. ‥ を

f A n の 降中心列 とす る ･ 定義から明らか に A L( k) ⊂ A n(k) で あ る が
, 現在

,
これら

,
は完全 に 一

致す る こ

とが予想され て い る: 実際 ,
n J - 2■の ときは

一

致 し
,

~ n ~≧ 3 に 対 して は A㍍(2) - A n(2) , (【4]
'参照 .) 及

び
, AL(3) は A

R(3) の 中で指数有限 と な る こ とが知られ て い る ･ ([6] 参照 ･) 従 っ て
,

A㍍(k) たちを考察

す る こ とは
, A n( k) たちを調 べ る 上 で も重要 で あ る ･

.
特 に

,
A L(k) を考え る こ との 利点は

, g r
k
( A L) の

生成元が
,

Z A
n

の 生成元 の交換子 として 帰納的 に 得られ る 点 に あ る . 今 ,
上 述 の J o h n s o n 準 同型と同様

な方法 に より G L( n
,
Z) 一 同変な準 同型写像

TL ≡g r
k
( AL) う H

*

⑪z I: n (k + 1)

2



が定義きれ る . これ も A u t F
n

の J o h n s o n 準同型と呼ぶ . 第 2 部の 主な目的は
,

この rL の 全射性 に 関す

る新し い障害を構成す る こ とに あ る ･ 以下 , 便宜的に, Z 一 加 群 M に対して
, 係数環 を Q に拡大 した Q -

ベ ク トル空間を
,

M に添え字 Q .
を つ けて表す こ とにす る . また

,
Z 一 加 群 の 間 の 準同型写像 f が誘導す

る Q- ベ クトル空間 の 間の 写像 も同様に , 添え字 Q を付け て f Q
な どと表す こ と にす る . こ の とき

, 次の

結果 を得た .

定理 2

(1) 3 ≦ k ≦ n を満たす奇数k に対 し
,

A
k
H

Q ⊂ C o k e r TL
, Q

･

(2) 4 ≦ k ≦ n - 1 を満たす偶数 k に 対 し
,

Hg
,
1

k~ 2

】
⊂ c o k e r T孟

, Q
･

こ こ で
,
A

k
H

Q
は 軸 の k 次交代テ ン ソ ル

,
Hg

,
1

た- 2

】
は患 の 分利 2 , 1

k - 2
】に対応す る

,
H

Q
の S c h u r - W e yl

加群 で あ る .

こ の定理 を証明す る ため に
, 以下 の ような , G L(h ,

z)一同変な準同型写像 で あ っ て
,

J o lm s o n 準同型写像

TL の像に制限する と零写像 とな るもの を構成 した .

T r
El

h

]
: H

*

⑭z L: n (k + 1) → A
k
H

,

T r
[2 ,

1 k - 2

l
: H

*

⑪z L: n(k + 1) → H ⑳z A
k - I

H

こ れら の 写像は , 森田 t r a c e と構成 の 仕方が似 て い る の で , t r a c e 写 像と呼 ぶ こ と に す る . t r a c e 写 像が

J o h n s o n 準同型写像 7
-

L の像に 制限す る と零写像とな る こ とが証明 の 重要なポイ ン トで あ る が
,

こ れは TL
たち の 和 T

f
- ⑳k≧1 T孟が , A Jn(1) の陣中心列 に付随す る リ

ー 氏数から
,

H 上 の 自由リ ー 代数の 微分代数

へ の
, り

-

代数と して の 準同型 に な る と い う性質を用 い て , 帰納的 に 証明され る .

さ て , 上述の よう に , A n(2) = A忘(2) 及 び, A
l

n(3) は A J n(3) の 中七有限指数で あ る の で
,

k - 2
,
3 の

とき
,

C o k e r TL
, q

- C o k e r T k
, q で あ る ･

一 方 , M a g n u s [5] に よ っ て
,

Z A n
- A n(1) の 有限生成系が与え

られ て お り, こ れより各次数商 g r
2
( A n) , g r

3

Q ( A n) の 生成元が記述され る ･ この とき, それ ら の 像 を計

算す る こ とに より, 以下 の結果を得た .

定理 3 n ≧ 3 に対し て ,

o l g r
2
( A n) う H

*

⑯z i:
n (3) ヰ S

2
H 1 0

及び
,

o → g r
3

Q( A n) → 喝 ㊨z i:碧(4) → S
3
H Q (D A

3
H q → 0

は G L(n , Z) 一 同変な完全系列 で ある ･

こ の定理 の 系とし て
, 以下を得た .

系 1 n ≧ 3 に 対して
,

r a n k z g r
3
( A -) - 去n(3 n

4
- 7 n

2
- 8) I

第 3 部 : 良由群の合同 I A 自己同型群の ア ー ベ ル故につ い て .

第 絹 陀 払 G L( n
,
Z) の 主合同部分群 に対応する

,
A u t F n

の 正規野分群 の ア
- ベ ル化を考察する･ ま

ず
,
第 1 部七考 えた準同型写像 p : A u t F n l G L( n

,
Z) に対して , h e r(p) = I A n で あ っ た･ n ≧ 2 及び ,

d ≧ 2 に 対 して , G L( n ,
a) を Z/ d 芸 上 の 一

般線形群 とし
,

7Td = G L( n
,
Z) う G L( n , a) を法 d に よ る還元

が誘導する 自然な準同型写像とす る . また
,
l e v el d の 主合同部分群を r(n , a) :

- k e y( 7 T d) と表す ･ さ て ,

合成写像 7T d O P : A u t F n
う G L( n

,
a) の核を Z A

n
,
d とお い て

,
l e v el d の 自由群 の 合同I A一自己同型群 と

呼ぶ ･ こ の とき
,

I A n
,
d の ア

- ベ ル化 に つ い て 以下 の 結果が得られた ･

3



定理 4 n ≧2 及び
,

d ≧ 2 に 対して
,

I 鳴 = (I A
a

n

b
㊤z 去/ d Z) e r( n

,
d)

a b
･

こ の定理は , 群 の完全 系列

1 う J A
n

ぅ Z A
n

,
d 与 r( n

,
a) 十 1

の ホモ ロ ジカル 5 項完全系列

H 2(I A
n ,

Z) → H 2(Z A
n

,
a ,

Z) → H o(r( n
,
a) ,

Z A芸?) 与 z A:?a
→ r( n

7
d)

a b
→ o

に お い て
, 甲 が分裂単射 とな る こ とを自由群 の 自己同型群 の

"

拡張されf=
"

J o h n s o n 準 同型を用 い て 示す

こ と に よ っ て 得 られ る . こ こ で 言う
" 拡葉されf=

"

J o h n s o n 準 同型とは, [4】に お い て 河澄響矢が自由群

の M a g n u s 展鰐を用 い て構成 した もの で , 【句 で は これを用 い て , Z A n
の ア

- ベ ル化が G L( n , Z ト如群と

して H
*

㊤2; A 2 H に同型 とな る こ とが示 され て い る .

一 方,
Z A

n
,
d の

, 自由群の外部自己同型群 に お ける像を考え る ･ 即ち , I n n F n を自由群 F n の内部自己

同型群 とす る とき
, 剰余群 Z A n

,
a/I n n F n を J O n

,
d とおく. こ の とき

,
I o n

,
d の ア

- ベ ル化 に 関 して 以下

の ような結果が得 られた.

定理 5 n ≧ 2 及び
,

d ≧ 2 に 対 し ,

I 鳴 空 (I O芸
b
㊥z z/ d Z) ◎ r( n

,
i)

a b
･
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