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この論文の目的は，Doubling条件を満たしていない Rd の測度空間上の Morrey空間を定義
してそこでの Cardeón-Zygmund 理論を展開することにある．この論文で論じられているのは
Doubling条件を満たしていない Rd 上の測度空間と Morrey空間の交差点である．１９３８年
C. Morreyは関数の滑らかさとの関連でMorreyノルムの原型となるものを定義した [3]．その後
１９５０年代において，S. Campanatoによって Campanato型のノルムが考えられてMorreyノ
ルムとの同値性が後に発見された [1]．その後Morrey空間は Navier Stokesやその他楕円型微分
方程式に活用されるようになった．

一方，極大作用素を中心とする理論は調和解析で主流である．調和解析において，今までは

Doubling条件は基本的な測度に対する仮定であった．すなわち，Rd において B(x, r)を x中心

の半径 rの球とするとき，x ∈ supp (µ)にたいして，µ(B(x, 2r)) ≤ c0µ(B(x, r))を満たしている
というのは，非常に基本的な仮定であった．しかし，１９９８年に Nazarov, Treil, Volbergたち
がこの条件をはずして Calderón-Zygmund理論を展開出来ること示した．増大条件を仮定するだ
けで，Doubling条件を仮定しなくても大丈夫なのである．増大条件とは

µ(B(x, r)) ≤ c0 rn

を満たしていることを言う．彼らに加えて Tolsaなどは，この測度をうまく使って，解析的容量
の性質を示した．特に，Tolsaによる解析的容量の劣加法性や両リプシッツ不変性は著しい結果
である．Nazarov,Treil,Volbergたちはパラメーターの入った BMOを用いて T1定理を証明して
見せた．Doubling条件のない T1定理は，非常に巧妙なものであった．Tolsaはこれに加えて，
BMO空間の代替となる RBMOを定義して古典的な BMO空間の性質の多くを復元してみせた．

1



この代替のRBMOにおいてもT1定理は復元されている．Tolsaはこのほかに，Littlewood-Paley
分解を構成しており，これらは Yangは Hanの構成した Triebel-Lizorkin空間，Besov空間の構
成に貢献している．このように多種の古典的な関数空間が構成されているが，そのうちのひとつ

Morrey空間を増大条件を満たしている測度に関しての Calderón-Zygmund理論に合うように構
成するのが，われわれの目的である．

このように，多様な関数空間が出来ている中われわれはMorrey空間の理論を構築した．モレー
ノルムを

‖f : Mp
q(k, µ)‖ := sup

Q : 立方体, µ(Q)>0

µ(kQ)
1
p− 1

q

(∫

Q

|f(y)|q dµ(y)
) 1

q

と定義する．p = qとすることでルベーグ空間の拡張になっていることがわかる．このノルムの

一番著しい性質は，k > 1ならば，互いに同値なノルムを定義するところである．この柔軟な性
質が，Calderón-Zygmund理論の展開に重要な役割を果たす．初めに，この関数空間に関して見
つけられた先ほどの柔軟性との関連で著しい性質は Volbergらによって定義された修正極大作用
素が有界になることである．

しばしば，non-doubling条件を満たしていない測度空間では，増大条件を仮定しないといけな
いが，われわれの理論のうちかなりの部分が doubling条件なしで成立することも示されてきた．
doubling条件を要求するのは特異積分作用素や Sharp-極大作用素などである．

研究の過程で一般にMorrey空間は Sharp-極大作用素の不等式に対して補足的な役割を持つこ
とが示された．この論文では，Sharp-極大作用素に対するMorrey空間の効用を扱う．古典的には

M ]f(x) := sup
x∈B(y,r)

1
|B(y, r)|

∫

B(y,r)

|f(y)−mB(y,r)(f)| dy

と定義する．ここで，| · |はルベーグ測度，B(y, r)は半径 r中心 yのユークリッド球，mB(y,r)(f)
は f のB(y, r)での平均である．定義から明らかなようにこの作用素は定数を打ち消す．したがっ
て，Sharp-極大不等式

‖f : Lp(Rd)‖ ≤ Cp ‖M ]f : Lp(Rd)‖, 1 < p < ∞
はすべての局所可積分関数には成立しない．先ほど触れたように定数関数を打ち消すためである．

したがって，この定数関数の失う情報を補わないと，一般の関数にこの不等式は成立しない．右

辺をその意味で大きくして，意味のある不等式を作るのが目的である．Morrey-ノルムはその重
要な役割を果たす．具体的には次の結果を得る．ノルム同値の意味ですべての局所可積分関数に

対して

‖f : Mp
q(µ)‖ ∼ ‖M ]f : Mp

q(µ)‖+ ‖f : Mp
1(µ)‖, 1 < q ≤ p < ∞

が成り立つ．M ]の定義は growth条件を満たすときの極大作用素に変更してある．定義はX. Tolsa
によるものである．ルベーグ測度の時にはこの定義の変更は本質的ではない．この不等式から元

の Sharp-極大不等式を示せることおよびこの不等式の応用として，Commutator-のMorrey空間
における有界性を示すことが出来る．

この論文では大半の結果はベクトル値不等式に拡張されている．ベクトル値拡張とはたとえば，

線形作用素 T のMp
q(µ)有界性

‖Tf : Mp
q(µ)‖ ≤ Cpq ‖f : Mp

q(µ)‖
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がいえたときに
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と不等式を拡張することである．この不等式は一見するとただの拡張にしか見えないが，Littlewood-
Paley分解などと絡んで，作用素の Lp(µ)-有界性を示すのに大変有用である．Littlewood-Paley
分解から派生した Triebel-Lizorkin 空間や Besov空間は近年，フラクタル上の解析，多様体上の
解析，偏微分方程式などに活用されている非常に重要な空間である．特に Triebel-Lizorkin 空間
の解析には Fefferman-Steinの不等式は非常に重要である．この論文では，今までのベクトル値
不等式の応用として Triebel-Lizorkin-Morrey空間と Besov-Morrey空間を定義してそこでの特異
積分作用素の有界性を示している．

Morrey空間は先ほど見たように 2-parameterで補間性質などが一般には成立しないことが知
られている．しかし，Mp

q(µ)の定義において，β をとめて q = βpとなる p, qを束にして考える

と，分数積分作用素はこの関数空間の束（族）から同じ関数空間の束に移ることを示すことが出

来る．曽布川拓也氏と田中仁氏と共同でこの関数空間の束での補外の定理を見出すことが出来た．

このような束にした関数空間族にはそのほかいろいろな性質が成り立つのではないかと期待し

ている．

また，Campanato型のノルムが考えられてきているが，われわれは，増大条件の下これに対
応する等価なノルムを得ることが出来て，X. Tolsaの考えた増大条件に対応する BMO関数はわ
れわれの関数空間の極限であることも示せた．

この研究は一部東京大学研究拠点形成特任研究員の田中仁氏と岡山大学曽布川拓也氏との共同

研究である．
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