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１．研究背景 
近年、天体プラズマや実験室プラズマにおいて、流れが引き起こす構造とダイナミックスに注

目が集まっている。本研究では流れをもったプラズマの平衡の線形安定性解析を行った。プラズ

マ中の流れが揺らぎ（摂動）の安定性にどのような影響を与えるのかという問題は、さらに複雑

な非線形現象や輸送現象を理解する上でも根本的なテーマである。しかし、平衡に流れを加えて

解析することは、従来の理論に単に流れの効果を付加して解ける程度の問題ではなく、安定性解

析手法の根本的な見直しを必要とする。これは方程式の非エルミート性に起因する難しさである

とも言える。 
 
プラズマ物理では流れのない平衡（圧力と電磁気力のみのバランス）についての歴史が長く、

MHD(magneto-hydrodynamics)の教科書[1]ではしばしば、プラズマの摂動場 ),( txξ に対して、 

ξξρ Ft =∂ 2                              (1) 

という時間発展方程式が導出されている。ここで、 )(xρ は平衡の密度分布であり、 は''force 
operator''と呼ばれる線形作用素である。プラズマの安定性解析手法としては「固有モード解析（分

散関係）」と「エネルギー原理」がよく用いられる。これら二つの手法は「流れが無い場合」には

ほとんど等価であり、どちらも安定性の必要十分条件を与える。これは がエルミート（自己共

役）作用素であることに強く依存している。エルミート作用素のスペクトル分解理論は Von 
Neumann の定理によって数学的に完成されており、量子力学のシュレディンガー方程式と同様

にスペクトル分解できることが保証されている。しかし、平衡に流れ場 が存在すると、摂

動を支配する時間発展方程式は 
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のように時間の一階微分を含んだ項が加わる[2]。 は依然としてエルミート作用素ではあるが、

発展方程式の生成作用素(generator)は非エルミートになり、スペクトル分解が数学的に解けてい

ない問題となる。具体的に言うと、流れが存在する場合には固有モード解析やエネルギー原理と
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いった従来の手法は不完全になってしまう。 
 
２．アルフベン連続スペクトルの共鳴による非指数関数的不安定性 
一般に非エルミート作用素 を生成作用素とする発展方程式L Lffi t =∂ において、固有モード

解析では解 の安定性の「必要条件」しか得られない。すなわち、解を と仮定し、L の

固有値

f tief ω−∝
ωが全て実数だとしても、縮退した固有値が存在すると、共通の周波数を持った波同士の

共鳴によって非指数関数的に成長する不安定性が生じうる（モードの独立性や重ね合わせの原理

が破綻する）。この現象は、 が有限自由度で が行列の場合には線形代数学において解明され

ており、L はジョルダンの標準形に変換できる[3]。有限自由度系では一般にモードの振幅が時間

のべき関数 で増大することが知られている。 
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しかし、連続スペクトルが縮退した場合に生じる揺らぎの挙動は数学的にもまったく定式化さ

れておらず、本研究ではそのような非エルミート性に起因する新たな非指数関数的不安定性に着

目した。本研究ではアルフベン連続スペクトル[4]の最も単純なモデルにおいて、共鳴が起きてい

るかどうかを考察した。流れと磁場のシアを両方含んだ非圧縮プラズマのスラブ平衡を考えると、

各点でそれぞれに振動数の異なるアルフベン波が局在しており、連続スペクトルを形成している。

アルフベン波には二種類の偏波と二種類の伝播方向があるため、合計で 4 つの連続スペクトルが

存在していることがわかる。生成作用素は 
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といった形をしており、 、 はそれぞれ線形作用素である。 と はモードの偏波方向が

異なるものの、全く同じ周波数帯のアルフベン連続スペクトルをそれぞれ二つもっている。これ

らは縮退しているばかりか、非対角成分 まで存在し、ジョルダンの標準形とよく似た構造をし

ている。 
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本研究では、特異な関数に厳密な定義を与えることができる佐藤超関数理論[5]を応用して、揺

らぎが漸近的に成長するかどうかを調べることに成功した。一般の発展方程式 に対し

て、 のラプラス変換を とすると、これが

Lffi t =∂

)(tf )(ˆ ΩF Ωの複素平面上で特異になる（正則でない）

ところが作用素 のスペクトルである。L ωが連続スペクトルに属するとすると、 を定義関

数として 
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のように与えられる超関数を特異固有関数とみなせる。解析的に解ける例として線形化 Vlasov 
方程式を考えると、連続スペクトルに相当する固有関数はデルタ関数などを含んだ特異な関数で

あり、これは Van Kampen モードと呼ばれる。上記の議論はラプラス変換に基づいているので、

これらの特異な固有関数の集合が、ランダウ減衰などを引き起こす初期値問題の解と等価である

ことを意味する(完全系を成す)。よって、点スペクトルと同様に、連続スペクトルに対しても特

異固有関数で揺らぎのモード分解が行えることを示唆している。 
 

Lが非エルミート作用素の場合の難しさは、連続スペクトルが縮退して相互作用(共鳴) をする

ことである。本研究では、トカマクでいうところの有理面に相当する位置において、4 つのアル



フベン連続スペクトルが複雑に共鳴していることを発見した[6]。この不安定性は有理面に局在化

しており、グローバルなモードとして観測されることはないが、これが成長すると乱流を生成し

たり、磁気リコネクションの引き金になりうると予測される。一方、 の解からは磁気島が生成

される現象が見つかる。興味深いことに、流れのシアが磁気シアよりも強くなると磁気島がミキ

シングによって消滅することもわかった。 
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３．流れをもった平衡に対する変分原理 
流れをもった MHD 平衡の安定性解析に古くから用いられている方程式は(2)である。ξ はラグ

ランジュ変位と呼ばれ、プラズマの微小な変位を表すベクトル場である。この方程式ではエネル

ギー保存則 

=+∂∂ )(, ξξξρ Utt 一定                    (3) 

が成り立っており、 ξξξ FU ,)( −= が正定値であれば、ξ のノルムに上限があることがわかる。

よって、流れがある場合にもエネルギー原理を適用することができるが、これは安定性の「十分

条件」しか得ることができない。すなわち、 )(ξU が不定値であったとしても、それは不安定性

を意味するわけではない。さらに、流れが存在するとほとんどの場合 )(ξU が不定値になるとい

う問題点が知られている。本研究ではこのような問題を解消する手法として dynamically 
accessible variation (DAV)[7]と呼ばれる変分について考察した。これはカシミール不変量を一定

に保つような特殊な変分として近年着目されており、DAV を用いた変分原理はエネルギー原理よ

りも幾分改善された安定性の十分条件を与える。 
 
一般に様々な流体方程式が というハミルトン方程式で書くことができる[7,8]。

は密度、流速、磁場といった変数の任意の汎関数である。

},{ HGGt =∂

G H は流体のハミルトニアンであり、

はポアソンの括弧である。任意の汎関数G に対して、{}{, 0}, =CG となるような汎関数C はカ

シミール不変量と呼ばれる保存量である。汎関数 の DAV とは任意の汎関数G K に対して、

},{ KGGda =δ で定義される変分である。このような変分をとると自動的に 0=daCδ であり、

DAV は理論上すべてのカシミール不変量を一定に保つ特別な変分であることがわかる。興味深い

のは、密度や圧力、磁場といった変数の DAV を計算すると、ラグランジュ変位で表した密度、

圧力、磁場と同じ形をしていることであり、これはラグランジュ変位が質量、エントロピー、磁

束などのカシミール不変量を一定に保つ摂動であったことを裏付けしている。ただし、流速の摂

動については DAV とラグランジュ変位では形が異なり、DAV では渦度を一定に保つのに対し、

ラグランジュ変位は渦度を変化させてしまうことがわかる。DAV によるハミルトニアンの第二変

分 は(3)とよく似ているが、運動エネルギーが別の表現に変わり、 はエネルギー原

理の(3)よりも正定値になりやすい。 
daH2δ daH2δ

 
また、ハミルトン方程式では、第一変分 0)( =+CHδ によって平衡状態が得られ、さらにその

平衡において第二変分 が正定値かどうかを調べることで安定性が解析できる（リ

アプノフ安定性）[8]。本研究では

0)(2 =+CHδ
0)( =+CHδ で与えられるような平衡に対しては、この DAV

による安定性解析が摂動を制約しているにもかかわらずリアプノフ安定性を与えることを示すこ

とができた。この時、任意の摂動は dynamically accessible な成分と non-accessible な成分との

和に分解することができ、non-accessible な成分は時間的に変化しないことがわかる。 
 



４．Hall MHD の線形安定性解析 
Hall 効果は二流体効果とも呼ばれ、これが存在すると磁束はイオンの流れではなく、電子の流

れに凍りついている。Hall MHD では流れ（イオン）と磁場（電子）が別々に運動できるため、

多様な流れを持った平衡が存在すると考えられており、それらの安定性にも関心が集っている。

本研究ではエネルギー原理や上述の DAV を用いて Hall MHD の安定性解析を行った。 
 
本研究ではまず、Hall MHD 方程式に対して(2)に相当するラグランジュ変位による定式化を行

った。ただし、イオンと電子のそれぞれの変位場 ),(),,( txtx eξξ を導入する必要があり、

ξξη −= e とすると、結果として、 

ζζζ HAQ tt =∂+∂ 2  

という縦ベクトル に対する発展方程式が得られた。さらに、Qと),( ηξζ t= H はエルミート（対

称）、Aはアンチエルミート (歪対称)な2x2行列作用素であることも証明できた。ちなみに、 0=η
においてこの方程式は(2)に一致し、MHD の場合が再現される。このような対称性をもつ方程式

には(3)と同様なエネルギー原理が存在する。ただし、流れが存在する時はやはりポテンシャルが

不定値になるので、本研究では前述の DAV を用いた安定性解析手法を適用した。応用例として

は、具体的に double Beltrami 平衡[10]に対して安定性の十分条件を求めた。 
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