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固体物理において、超伝導は応用面のみならず、基礎科学の対象としても強い興
味がもたれてきた。電子系が相転移を起こし、電気抵抗が消失するとともに完全
反磁性を示す現象が超伝導であるが、超伝導を引き起こす相互作用は、超伝導体
によって様々に異なる。実験・理論の両面で、多くの研究が行われ、多くの新し
い超伝導体が発見されるとともに、それぞれの転移機構が徐々に理解されつつあ
る。しかし、様々な相互作用がどのような関係にあるときに超伝導に有利に働く
かは、充分に理解されているとはいえない。
初期の超伝導体の多くは単体金属や金属間化合物で、電子のバンド構造は 3次

元的であり、電子間相互作用の効果は弱かった。これらの系を平均場近似に基づ
きうまく記述した BCS理論では、電子格子相互作用のため電子がフォノン (量子
化された格子振動)を交換してペアを組むことが超伝導の原因と理解された。た
だし、フォノンのエネルギーが電子系のエネルギースケールに比べ充分小さいか
相互作用が弱いために、頂点補正が小さいという仮定 (ミグダル近似)があった。
一方、ペアリングは、電子間斥力相互作用からも起きうる。1980年代以降、

有機物や酸化物の新しい超伝導体が数多く発見されてきた。バンドが擬 2次元的
な銅酸化物高温超伝導体や、バンドが擬 1次元的なものも含め、多様な結晶構造
の有機超伝導体の研究で、これらの系で強い電子間斥力相互作用から、実際にペ
アリングが起きることがわかってきた。さらに、1991年に発見されたアルカリ金
属ドープ C60フラーレン系の超伝導では、電子間相互作用、電子フォノン相互作



用がともに強い。また、伝導電子と強く相互作用するフォノンのエネルギーは電
子のバンド幅と同程度であり、ミグダル近似も正当化し難い。
電子間相互作用,電子フォノン相互作用がともに強く、フォノンのエネルギー

が電子のバンド幅と同程度の格子において超伝導相関がどのような条件で支配的
となるかを、ハバード・ホルスタイン (Hubbard-Holstein; HH)模型により理論的
に調べることが本研究の目的である。まずハバード模型は、上下向きスピンそれ
ぞれの電子がある、ないという合計 4状態をとりうるサイトからなる格子を考
え、電子はサイト間を tの確率で跳び移り、電子間では、同じサイトに 2電子が
来たときのみ斥力相互作用する、というものであり、強相関電子系の模型の一つ
としてよく調べられてきている。この模型に、振動数 ω0 を持つ分散のない (ア
インシュタイン)フォノンをサイトごとに 1個の調和振動子として加え、フォノ
ンとサイト上の電荷の結合 λを与えたものが HH模型である。本論文では、HH
模型の基底状態での超伝導相関を含む各種の相関関数の長距離の振舞をこれまで
よりも確度高く調べ、解析を行った。相関関数を求めるには密度行列繰り込み群
(DMRG)を用いた。この方法は 1次元、あるいは準 1次元の格子系で基底状態近
傍の性質を精度高く求められるものである。ここでは (準)1次元 HH模型を考え、
格子構造の効果も含めて調べた。
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図 1: 1次元ハバード・ホルスタイン模型と、そのパラメータ空間の模式図中に示
した相図。1つのサイトには上向き, 下向きスピンが存在するか否かの電子の自
由度 (下の円)と、電荷と結合したフォノンの自由度 (上のバネ)がある。独立な
パラメータは電子間斥力U,フォノンエネルギー ω0,電子–フォノン結合 λの 3個
で、ここでは U ∼ λかつ、ω0 ∼ tで ω0/t → 0の断熱極限 (Adiabatic limit),→ ∞
の逆断熱極限 (Anti-adiabatic limit)の両方から離れた状況を考える。COは電荷密
度波 (CDW)の長距離秩序が存在する領域, CDW/SCは CDWと超伝導相関がと
もに距離の冪で減衰する領域, SDWはスピン密度波の相関が支配的な領域。

解析手法の開発

電子系にフォノンが結合していると、特にフォノンがボソンであるために多数 (原
理的に無限)の状態が生じサイトあたりの考慮すべき状態の数が大きくなる。系



のハミルトニアンの固有状態を直接求める方法である厳密対角化によっては極め
て限られたサイト数の系しか扱うことができない。多数の状態のサンプリングに
より物理量を求める量子モンテカルロ法でも、低温での計算を困難にする負符号
問題が電子間相互作用から生じる。DMRGでは部分密度行列を利用して基底の個
数を制限し、厳密対角化できるサイト数から始めて、サイトを系に順次加える。
フォノンのようなボソンを扱うためには、1つのサイトの自由度を分割して段階
的に系に繰り込む擬サイト法が開発されていたが、本研究ではこれを電子間相互
作用のある系に適用した。この際に通常の DMRGで行われる両端から対称なブ
ロックを構築していく方法では一般に精度が低くなることを見出した。この困難
を解決するため、計算の中途では目的の状態を補正することで収束を改善する方
法を本著者は既に提案していた。これにより、相関関数の計算が可能になり、下
で議論する相図を得ることができる。
ただし、この方法では、系の初期化にあたり必要となる大次元行列の対角化

の回数が多い。そこで新たに、DMRGでは通常初期化が完了した後に使われる
有限系の方法を初期化の段階に規則的に組み込む、再帰掃引法 (recursive sweep
method)と呼ぶ手法を考案した。電子・電子、電子・フォノン相互作用の両方を
持つ系で、この手法が計算の精度を実際に改善することがわかった。また、従来
の方法での初期化が有効な純電子系でも、計算のコストを削減できることもわ
かった。

1次元およびジグザグ格子上のハバード・ホルスタイン模型における結果

1次元、ハーフフィリングでは、電子が多いサイトと少ないサイトが交互に現れ
る電荷密度波 (CDW)や、隣り合うサイトに逆向きのスピンの電子が配列するスピ
ン密度波 (SDW)のような相と超伝導の競合を考える必要がある。同一サイトの 2
電子の有効相互作用は、フォノンが媒介する電子間引力を λとするとき、U � λ
では引力的、U � λでは斥力的と期待され、前者の場合には CDW、後者の場合
には SDWが強くなる。ただし、1次元量子系では量子揺らぎのため、超伝導や
SDWのような連続的な対称性の破れに対応する秩序は基底状態でも現れ得ない。
そこで、相関関数が距離の関数として最も遅く減衰する秩序を、支配的な相と同
定する。

HH模型については 1次元に限っても既にいくつかの研究があった。ハーフ
フィリングの場合について、有限の ω0 では λ < U のときに CDW、λ > U のと
きに SDWが支配的となるとの主張があった。系の励起スペクトルのギャップの
有無は秩序と対応するが、CDW と SDW の領域の境界を除いて電荷ギャップが
ほぼ常に開いており系は金属とならず、スピンギャップの開いたパイエルス的な
絶縁体相あるいはスピンギャップの閉じたモット的な絶縁体相となるとの研究も
あった。一方で、U = 0の軸沿いで有限の幅で超伝導が支配的となるとの結果や、
CDW, SDWがそれぞれ支配的な絶縁体相の間に、金属的な領域が生じるとした
理論もあった。朝永・ラッティンジャー理論に基づき相互作用の繰り込みを調べ
る手法 (g-ology)からは、電荷ギャップがなく、スピンギャップのみ有限ならば、
超伝導が支配的となることになる。電荷の構造定数のみを量子モンテカルロ法に
より計算した結果から、超伝導が広い領域で支配的という主張もなされていた。
このように既存の研究で与えられてきた相図は互いに異なり、特に超伝導が

支配的となるか否かは明確でなかった。本研究では、本著者が改良した方法を用
いた DMRG計算により電子・電子と電子・フォノン相互作用を対等に扱って、ペ
アの相関を含めた各種の相関関数を基底状態において直接計算し、支配的な相関



を調べ、以下の結果を得た。

1) 1次元ハーフフィルド HH模型 U > λの場合はスピン相関のみが距離 ( r )の
関数として冪的に ( r−ηのように)減衰するのに対し、斥力の方が弱い場合には、
電荷相関とともに、同一サイト上の超伝導ペアの相関も冪的に減衰しうることが
わかった。しかし、ペアの相関の減衰は常に電荷相関よりも速く、超伝導が支配
的となる領域はなかった。フォノン振動数が小さく電子・フォノン相互作用が強
い場合には、λが U より充分大きいと、CDWの長距離秩序 (相関が距離にほと
んどよらない)と考えられる状態となる。他の相関関数は指数関数的に減衰する。
ここでも電荷,スピンのギャップが開く。

HH模型の独立な 3個のパラメータ、 (U/t, λ/t, ω0/t)に関する相図を描くと、
λ/t-U/t平面では、SDWが U > λの全域に加え、ω0/tが小さいほど、 λ > U 側
に大きく広がる。CDWと同一サイト上のスピン一重項ペアによる超伝導 (sSC)
が冪的に減衰して CDWが支配的な領域は、 ω0 が大きいほど λ/t 方向に遠くま
で広がる。

2) 電荷・正孔対称性の破れた電子系と結合したフォノン 1) で得た結果に基づ
き、ハーフフィルドで電荷・正孔対称性をもつ電子系にみられる CDWと sSCの
相関の厳密な縮退が、この対称性が破れると解けることをヒントに、HH模型で
超伝導が支配的となる可能性を調べた。1本鎖で電子の個数をハーフフィリング
からずらした場合、およびジグザグ (トレッスル)格子 (1本鎖に加えて次近接サイ
ト間のホッピング t′を考えた格子)でハーフフィリングの場合に相関関数を計算
した。従来の理論では超伝導が支配的となりうるかは自明でなかったが、U > 0
(電子・電子相互作用は斥力的)の HH模型で 1)と同様に DMRGにより相関関数
を計算したところ、s波超伝導が実際に支配的な相関となりうることがわかった。
|t′/t| > 1/2で 2本鎖に近づいたジグザグ格子では、2次元以上で d波に対応する
ような、隣接サイト間のスピン一重項ペアの超伝導相関も支配的となりうる。

結論と今後の課題

以上のように、電子・電子と電子・フォノン相互作用が共存する系の超伝導とい
う問題について、本著者の開発した手法により大きな系で相関関数が安定して計
算できること、1次元ハーフフィルド HH模型では超伝導が支配的な相関となら
ないものの、バンドフィリングをずらした場合や格子形を変えた場合に支配的と
なりうることを結論した。今後の課題として、1次元の既存の理論と整合的な理
解を進めること、1次元と逆に無限次元の極限での解析を行うことなどから 2次
元, 3次元の現実的な状況にも適用しうる知見を深めることなどが考えられる。ま
た、今回考えたような相互作用の共存系は、電気,熱伝導といった輸送現象との
関連でも興味深い。さらに、フェルミオンとボソンの共存する系は、固体の結晶
に限らず、最近実験技術の発展が著しい冷却原子気体の系でも実現されており、
ダイナミクスの実時間観測などに対応して、新しい視点から理論的研究を進めら
れる可能性も指摘した。


