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論理式サイズ下界の証明は、計算理論の歴史において、その理論の本質に係る最も重要な問題のうちの一

つである。その証明手法については、Khrapchenko (1971)により、パリティ関数に対してn2の下界が証明され

て以来、多くの努力がなされてきた。なかでも、Karchmer, Kushilevitz, Nisan (1995)らが、論理式サイズ

下界問題をrectangle boundと呼ばれる整数計画問題として定式化し、それを線形緩和した問題の双対問題に

対して実行可能解を示すことにより論理式サイズの下界を証明するLP bound（線形計画限界）と呼ばれる一

般的証明手法を考案したことにより大きな進展が見られた。そして、最近になって、この線形計画限界が多

くの既存の証明手法を包括することが明らかにされてきた。本論文は、この線形計画限界を独立の三つの方

向に拡張し、論理式サイズの下界を証明するための新たな証明手法を創出したものである。 

本論文は次のように構成されている。第１章では、論理式サイズの下界証明問題に対する挑戦の歴史が概

観されており、第２章では、問題の定式化と、Kurapuchenko以来、過去40年ほどの間に得られた結果が体系

的に解説され、本論文の貢献の位置づけを行っている。第３章はKarchmer, Kushilevitz, Nisan (1995)らの

証明手法を紹介し、またその手法の限界について述べている。第４章から第６章において、本論文の主結果

である論理式サイズの下界証明手法のための理論が展開されている。 

第４章は、安定集合多面体の理論に基づきクリーク制約式という新しい制約条件を導入することにより得

られた新たな証明手法について論じている。この証明手法を多数決関数に適用することで，Khrapchenkoによ

る古典的結果から論理式サイズの下界を改良している。さらに、単調自己双対論理関数の分解理論にヒント

を得て、非平衡再帰3分多数決関数の概念を導入し、それらの論理式サイズの最適な上限と下限を証明してい

る。また、平衡再帰3分多数決関数の単調論理式サイズに対して、Laplante, Lee, Szegedy (2006)の量子敵

対者限界により得られた値より改良された下界を証明することにも成功している。 

第５章は、体系的に線計画問題の制約条件を厳しくする制約式を導入する方法として知られている

Lift-and-Project法を利用した証明手法について論じている。この手法は、知られている線形緩和方法の中

で、その相対的な簡潔さと強力さからSherali, Adams (1990, 1994)の方法を用いたもので、最終的に整数解

の凸包を表現するLP定式化を得ている。このため、原理的には整数計画問題の最適解と同等の値を証明する

能力を秘めた証明手法となっている。 

第 ６ 章 は 、 Hrubeš, Jukna, Kulikov, Pudlák (2009) により導入された劣加法的長方形尺度

(subadditiverectangular measure)という概念から導出される、整数計画問題を介さずに直接に論理式サイ

ズの下界となる線形計画定式化を行ったquasi-additive boundという手法について論じている。この手法の

優れている点は、線形計画限界の純粋な拡張でありながら、整数計画問題の最適解を超えられることであり、

論理式サイズの下界証明へ向けて、有力な方法になる可能性があることを示唆している。 

以上、いずれの結果も深い数学的議論に基づいたもので、Karchmer, Kushilevitz, Nisan (1995)らの線形

計画限界による手法を本質的に超えたものである。第７章では、こうした結果を総括し、論理式サイズ下界

問題の難しさと、本論文の結果により拓かれていくことが期待される計算量理論の未解決問題についての展

望が述べられている。 

よって本論文は博士（情報理工学）の学位請求論文として合格と認められる。 

 


