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本論文では独立同分布の確率変数和の分布の一様評価について論じる. 特に分布関数を F (x), 上側分

布関数 F̄ (x) = 1−F (x)とおくとき F̄ (x)が指数−α (α > 0)の regularly varying関数と呼ばれるクラス

に属する場合について述べる. これは大雑把にいうと F̄ (x)が x−αのオーダーで減衰する場合である. こ

のような場合,分布はファットテールを持つといわれる. このとき和の分布もファットテールを持つ.

以下,確率空間 (Ω,F , P )上に独立同分布な確率変数列 X1, X2, · · · で E[X1] = 0 となるものをとり、

その和の分布について考える. また X1 の分布 µ, 分布関数を F , 上側分布関数を F̄ とおく. すなわち

F (x) = µ((−∞, x]), F̄ (x) = µ((x,∞)) = 1− F (x)とおく. このとき E[X2
1 ] < ∞ならば中心極限定理が

成り立つ. つまり σ = E[X2
1 ]

1/2 とおくと

P (
n∑

k=1

Xk > σn1/2s) → Φ0(s), n → ∞, s ∈ R

が成り立つ. ここで Φ0(s) =
∫∞
s

1√
2π

e−
x2

2 dx とおいた. 和の分布の正規分布による近似は平均値の周り

では精度は良いが平均値から大きく離れたところでは精度が悪くなる. 正規分布による近似がどの範囲ま

で有効に成り立つかという問題もよく研究されている. この問題については Cramér[2]による次の結果が

有名である.以下 E[X2
1 ] = 1とする.

Theorem 1. ある c > 0が存在して E[exp(c|X1|)] < ∞が成り立つとする. このとき任意の a ∈ (0, 1/6)

と任意の非増加正数列 ε(n) → 0に対して cn = naε(n)とおくと

sup
s∈[1,cn]

∣∣∣∣P (
∑n

k=1 Xk > n1/2s)

Φ0(s)
− 1

∣∣∣∣→ 0, n → ∞ (1)

が成り立つ.

一方で平均値から大きく離れたところ (大偏差)の和の分布を求めることは大偏差の問題と呼ばれ多
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くの研究がなされている. 特に分布関数が regularly varying関数と呼ばれるクラスに属するときは極限の

形がきれいにでることもあり,多くの研究がなされている. 以下では次を仮定する.

（A1） ある α > 0に対して, F̄ (x) は指数 −α の regularly varying 関数

次が成り立つことが知られている.

Theorem 2. α > 1に対して (A1)を仮定する. このとき任意の γ > 0に対して

sup
s≥γn1/2

∣∣∣∣P (
∑n

k=1 Xk > n1/2s)

nF̄ (n1/2s)
− 1

∣∣∣∣→ 0, n → ∞

が成り立つ.

この定理は 1 < α < 2 の場合に Heyde[4], α > 2 の場合に A. Nagaev[5],[6] が, 一般の場合には

Cline-Hsing[1]が示した.

中心極限定理と大偏差の問題を合わせて和の分布を実数軸上または [1,∞)上で一様に評価する研究

も行われている. 応用上,和の分布の平均値の近くとも大偏差ともいえないところの値を評価したい場合

がある. このときは和の分布の一様評価が必要となる. 一様評価については F̄ (x)が指数 −α (α > 2)の

regularly varying関数の場合に A. Nagaev[5]と S. Nagaev[7]は独立に次を示した.

Theorem 3. α > 2に対して (A1)と次の (A2) を仮定する.

（A2） ある δ0 > 0 に対して
∫ 0

−∞ |x|2+δ0µ(dx) < ∞.

また E[X2
1 ] = 1とする.このとき

sup
s≥1

|
P (
∑n

k=1 Xk > n1/2s)

Φ0(s) + nF̄ (n1/2s)
− 1| → 0, n → ∞ (2)

一様評価については Rozovskii[8]らによってより一般の場合に示された. A. Nagaevらの評価は収束

の速さについては議論されていなかったが, 指数 −α (α > 2)の regularly varying関数の場合に収束の速

さを込めた評価が Fushiya-Kusuoka[3]によって示された.

本論文では F̄ (x)が指数 −2の regularly varying関数の場合についての結果を示す. F̄ (x)が指数 −α

(0 < α < 2)の regularly varying関数の場合は和の極限分布は指数 αの安定分布になり F̄ (x)が指数 −α

(α ≥ 2)の regularly varying関数の場合には正規分布 (指数 2の安定分布)になることが知られている. し

たがって指数−2の場合がちょうど境界の値となっており,そのため和の分布の評価を示すことも難しい.

さらにこの場合は必ずしも E[X2
1 ] < ∞ではないことに注意しておく. (A1),(A2)に加えて次を仮定

する.

(A3) µ は密度関数 ρ : R → [0,∞)をもち, さらに ρは右連続関数で有界な全変動をもつとする.

まず E[X2
1 ] < ∞の場合の結果を述べる.

vn =
∫ n1/2

−∞ x2µ(dx), tn = v
1/2
n n1/2, L(x) = x2(F̄ (x)), x ≥ 1とおき, H1 : N× R → Rを

H1(n, s) = Φ0(s) + n

∫ s

−∞
F̄ (tn(s− x))Φ1(x)dx− n

(
t−1
n Φ1(s)

∫ ∞

0

xµ(dx) + t−2
n

Φ2(s)

2

∫ n1/2

0

x2µ(dx)

)
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と定義する. このとき次を示した.

Theorem 4. α = 2に対して (A1), (A2), (A3)を仮定する. また E[X2
1 ] = 1と仮定する. このとき任意

の δ ∈ (0, 1)に対してある C > 0 が存在して

sup
s∈[1,∞)

|
P (
∑n

k=1 Xk > n1/2s)

H1(n, v
−1/2
n s)

− 1| ≤ CL(n1/2)1−δ, n ≥ 1 (3)

が成り立つ.特に

sup
s∈[1,∞)

|
P (
∑n

k=1 Xk > n1/2s)

Φ0(v
−1/2
n s) + nF̄ (n1/2s)

− 1| → 0, n → ∞. (4)

注意. 仮定 (A1), (A2)のもと L(n1/2) → 0 (n → ∞) が成り立つ.

Φ0(v
−1/2
n s) + nF̄ (n1/2s)が sの範囲によって Φ0(v

−1/2
n s)と F̄ (n1/2s)のどちらが大きいかを考える.

次のことを示すのは難しくない.

任意の a ∈ (0, 2) に対して n → ∞のとき

n(F̄ (n1/2s)) = o(Φ0(v
−1/2
n s)), 1 ≤ s < (−avn logL(n

1/2))1/2.

同様に任意の b ∈ (2,∞) に対して n → ∞のとき

Φ0(v
−1/2
n s) = o(nF̄ (n1/2s)), (−bvn logL(n

1/2))1/2 < s < ∞.

よって Φ0(v
−1/2
n s) + n(F̄ (n1/2s) は s ∈ [1, (−avn logL(n

1/2))1/2) では Φ0(v
−1/2
n s) が主要項で, s ∈

((−bvn logL(n
1/2))1/2,∞)では nF̄ (n1/2s)が主要項であることがわかる.

α = 2の場合には一般には式 (2)は成り立たない. 式 (2)が成り立つための条件として次を示した.

Theorem 5. α = 2に対して (A1), (A2)を仮定する. また E[X2
1 ] = 1と仮定する. このとき次が成り

立つ.

(1) lim supn→∞(1− vn) log
1

L(n1/2)
= 0 ならば

sup
s∈[1,∞)

|Φ0(v
−1/2
n s) + nF̄ (n1/2s)

Φ0(s) + nF̄ (n1/2s)
− 1| → 0, n → ∞ (5)

が成り立つ.

(2) lim supn→∞(1− vn) log
1

L(n1/2)
> 0 ならば式 (5)は成り立たない.

これより lim supn→∞(1− vn) log
1

L(n1/2)
= 0 のときは式 (2)は成り立ち, そうでなければ成り立た

ないことがわかる.

Theorem 4ではE[X2
1 ] = 1と仮定したが一般にE[X2

1 ] < ∞とは限らない場合にも同様の結果が成り

立つ. t̃n = sup{t > 0;
∫ t

−∞ x2µ(dx) > t2}, ṽn =
∫ t̃n
−∞ x2µ(dx)とおく. t̃n = ṽ

1/2
n n1/2 となることに注意

しておく. またH2 : N× R → Rを

H2(n, s) = Φ0(s) + n

∫ s

−∞
F̄ (t̃n(s− x))Φ1(x)dx− n

(
t̃−1
n Φ1(s)

∫ ∞

0

xµ(dx) + t̃−2
n

Φ2(s)

2

∫ t̃n

0

x2µ(dx)

)
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と定義する. このとき次を示した.

Theorem 6. α = 2に対して (A1), (A2), (A3)を仮定する. このとき任意の δ ∈ (0, 1)に対してある

C > 0 が存在して

sup
s∈[1,∞)

|
P (
∑n

k=1 Xk > t̃ns)

H2(n, s)
− 1| ≤ C(nF̄ (t̃n))

1−δ, n ≥ 1 (6)

が成り立つ.特に

sup
s∈[1,∞)

|
P (
∑n

k=1 Xk > t̃ns)

Φ0(s) + nF̄ (t̃ns)
− 1| → 0, n → ∞. (7)

注意. 仮定 (A1), (A2)のもと nF̄ (t̃n) → 0, n → ∞ が成り立つ.

本論文では第 1章で全体を概観し, 第 2章で F̄ (x)が指数−2の regularly varying関数で分散が存在す

る場合についての結果を示す. 第 3章で分散が必ずしも存在するとは限らない場合についての結果を示す.
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