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本論文は、独立同分布の確率変数の和の分布の一様評価について、特に

確率分布の裾野が −2 の regularly varying である場合について調べたも

のである。

(Ω,F , P )を確率空間とし、X1,X2, · · · は独立同分布な確率変数列で、

E[X2
1 ] = 1, E[X1] = 0 と仮定する。X1 の分布を μ, F̄ = μ((x,∞)) =

1−F (x) とおく。この時、中心極限定理が成立するが、さらに詳しく、一

様評価を示すことがこの論文の目的である。

以下のことを仮定する。

（A1）ある α > 0に対して、F̄ (x) は x→∞ の時、指数 −α の regularly

varying 関数

（A2） ある δ0 > 0 に対して
R 0
−∞ |x|α+δ0μ(dx) <∞.

(A3) μ は密度関数 ρ : R→ [0,∞)をもち、さらに ρは右連続関数で有界

な全変動をもつとする。

今、vn =
R n1/2
−∞ x2μ(dx), n = 1, L(x) = xαF̄ (x), x ≥ 1, とおく。さ

らに、

Φ0(s) =

Z ∞
s

1√
2π
e−

x2

2 dx, s ∈ R,

とおく。この時、次を示した.

定理 1 α = 2 とする。このとき

sup
s∈[1,∞)

| P (
Pn
k=1Xk > n

1/2s)

Φ0(v
−1/2
n s) + nF̄ (n1/2s)

− 1|→ 0, n→∞. (1)

定理 2 α = 2 とする。

(1) lim supn→∞(1− vn) log
1

L(n1/2)
= 0 ならば

sup
s∈[1,∞)

|Φ0(v
−1/2
n s) + nF̄ (n1/2s)

Φ0(s) + nF̄ (n1/2s)
− 1|→ 0, n→∞ (2)

が成り立つ.

(2) lim supn→∞(1− vn) log
1

L(n1/2)
> 0 ならば式 (2)は成り立たない.
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α > 2の時、仮定 (A-1),(A-2)の下で式 (2)が成り立つことはA. Nagaev

及び S. Nagaevが独立に示している。本論文の結果により、α = 2 の時は

式 (2)は一般には成立せず、式 (1)のように修正せねばならないことが

わかる。

これまでは E[X2
1 ] = 1と仮定したが一般に　 E[X2

1 ] = ∞ の場合にも

同様の結果が成り立つことも論文では示している。

t̃n = sup{t > 0; n
R t
−∞ x

2μ(dx) > t2}, ṽn =
R t̃n
−∞ x

2μ(dx) とおく。こ

のとき次を示した。

定理 3 α = 2に対して (A1), (A2), (A3)を仮定し、さらにE[X2
1 ] =∞,

E[X1] = 0 と仮定する。このとき

sup
s∈[1,∞)

|P (
Pn
k=1Xk > t̃ns)

Φ0(s) + nF̄ (t̃ns)
− 1|→ 0, n→∞.

論文では、これらの定理を証明するために、より精密な以下の評価を示

している。

Φ1(x) =
1√
2π
e−

x2

2 , Φ2(x) =
x√
2π
e−

x2

2 , x ∈ R.

とおき、H2 : N×R→ Rを

H2(n, s) = Φ0(s) + n

Z s

−∞
F̄ (t̃n(s− x))Φ1(x)dx

−n
Ã
t̃−1n Φ1(s)

Z ∞
0
xμ(dx) + t̃−2n

Φ2(s)

2

Z t̃n

0
x2μ(dx)

!
で定義する。

定理 4 α = 2に対して (A1), (A2), (A3)を仮定し、E[X1] = 0 とする.

このとき任意の δ ∈ (0, 1)に対してある C > 0 が存在して

sup
s∈[1,∞)

|P (
Pn
k=1Xk > t̃ns)

H2(n, s)
− 1| ≤ C(nF̄ (t̃n))1−δ, n = 1

が成り立つ。

このように本論文では独立確率変数の和の分布という古典的な対象に対

して、評価が最も複雑となる分布関数が指数 −2 の regularly varying 関

数となる場合に一様評価の定理を与えた。これは確率論の観点から高く評

価できるものである。

よって、論文提出者　中原　健二　は、博士（数理科学）の学位を受け

るにふさわしい十分な資格があると認める。

2


