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私はトポロジカル励起に潜むトポロジカル不変量を明らかにすることを目的としホモトピー
理論の拡張について研究を行なってきた。本学位論文では、冷却原子系を具体例として、トポロ
ジカル励起とトポロジカル不変量の関係性について議論する。トポロジカル励起とは量子渦や点
欠陥、スカーミオンなどのトポロジカル不変量を持った励起状態のことであり、冷却原子系に限
らず、超流動ヘリウムや液晶など自発的対称性の破れを伴う系において普遍的に現れる概念であ
る。対称性の破れ後の秩序状態は、秩序変数によって特徴づけることができる。今、対称性Gを
持つ系を考える。自発的対称性の破れにより、系の持つ対称性がGからHに変化したとする。こ
こでHはGの部分群である。このとき縮退している秩序変数の集合は剰余空間G/Hで与えられ
る。この秩序変数の縮退度G/H は秩序変数空間と呼ばれ、トポロジカル励起の分類において重
要な役割を果たす。なぜならば、トポロジカル励起は秩序変数が空間的に変化し、欠陥やテクス
チャーなどの非自明な構造を作り、トポロジカル不変量によって保護された状態である。ここで
「保護された」とは縮退した自由度の中では、他のトポロジカル不変量を持つ状態へ移れないこと
を意味する。従って、トポロジカル励起の安定性は、秩序変数空間のトポロジーを調べれば知る
ことができる。この秩序変数空間のトポロジーを解析する手法として、ホモトピー群が有用であ
る。なぜならば、ホモトピー群はトポロジカル励起のトポロジカル不変量を与えるだけではなく、
2つのトポロジカル励起の結合則も決定するからである。
例えば、量子渦の場合、量子渦の十分遠方を一周回ったとき、その軌跡は秩序変数空間上で

ループを描く。このループが秩序変数空間上で何回巻きついているか見ることで量子渦のトポロ
ジカル不変量が定義される。このループの集合のホモトピー同値類は基本群（第 1ホモトピー群）
π1(G/H) を構成する。
同様に点欠陥は、点欠陥を囲む閉曲面を考え、秩序変数空間における被覆の回数を数えるこ

とでトポロジカル不変量が定義される。この閉曲面の集合のホモトピー同値類は第 2ホモトピー
群 π2(G/H)を構成する。以上の考察より、一般の d次元空間中の ν 次元のトポロジカル欠陥は
πd−ν−1(G/H)により分類される。
さらに、ホモトピー理論を用いたトポロジカル励起の分類は以下のような発展を遂げている。

(a) 相対ホモトピー群を用いた系の表面上（例えば超流動ヘリウムが入っている円筒容器の表面
上）に形成されるトポロジカル励起の分類

(b) 渦芯近傍まで秩序変数空間を拡張し、渦芯の密度がゼロか有限かの判定

(c) ホモトピー完全系列を用いた、ある秩序相から別の秩序相へ転移する過程におけるトポロジ
カル励起の安定性解析



このようにトポロジカル励起の分類は様々な方面に発展している。しかし、これらの分類や判定
法はまだ未完成であり、基本的な問題を残している。私は以下の 2つの問題点を指摘した。一つ
は渦芯構造の分類である。(b)による判定法では渦芯の密度がゼロか有限かを決めることができ
るが、渦芯の具体的な状態を決めることはできない。二つ目は、異なる次元を持つトポロジカル
励起が共存した場合の分類である。従来のホモトピー群の分類は、固定された次元数を持つトポ
ロジカル励起のみが存在する場合を暗に仮定している。本論文では、これらの問題点を、ホモト
ピー理論を拡張することで解決する。また拡張したホモトピー理論をスピン自由度を持ったボー
ス-アインシュタイン凝縮体 (BEC)であるスピノルBECに適用し、実験との比較や物理的な解釈
も説明する。以下に各章の要点について述べる。

1章では、本論文の概要について述べる。トポロジカル励起の分類の歴史的背景について述べ、
現在に至るまでの理論の発展とその経緯についてレビューする。また本論文の主要内容である 5、
6、7章について、研究の動機とその重要性、さらには研究方針を説明する。

2章では、冷却原子気体系の実験と理論のレビューを行う。Sec. 2.2ではスピノル BECにお
ける基底状態を平均場理論に基づいて説明する。Sec. 2.3では冷却原子系中のトポロジカル励起
に関する実験と理論の先行研究を紹介する。

3章では、本論文で用いるホモトピー理論について説明する。Sec. 3.1では、基本群や高次の
ホモトピー群、相対ホモトピー群の定義を説明する。また後半の章で用いるホモトピー完全系列
やHurewicz同型定理、n-連結、n-単純などの定理や概念もここで説明する。Sec. 3.2では、ホモ
トピー群の一般化として安倍ホモトピー群 [M. Abe, Jpn. J. Math. 16 (1940)]の定義と満たす定
理を説明する。安倍ホモトピー群を用いたトポロジカル励起の分類は本論文の主要な研究結果の
一つである。

4章では、トポロジカル励起の分類に関するレビューを行う。Sec. 4.1では、秩序変数空間の
定義を述べ、Secs. 4.2-4.5では、量子渦、点欠陥、スカーミオン、渦芯なしの量子渦の分類法に
ついて説明する。また各節において具体例としてスピノル BECの場合を説明する。

5章から 7章では、私が行ってきた研究について説明する。以下に各章の要点をまとめる。

5章： 量子渦の渦芯構造の分類法
この研究は上で述べた (b)渦芯の密度の判定法の発展として位置づけられる。先行研究では渦芯
の密度の有無を決定したが、私が着目したのは渦芯の密度が有限の場合である。なぜならば、渦
芯の密度が有限である場合には、渦芯に様々な構造が出現するからである。この章では、拡大し
た秩序変数空間を定義し、対称性に基づいた分割法を導入する。さらには渦芯に至るまでのトポ
ロジカル不変量の変化を写像を用いて解析する。私はこの分類法をスピン１ BECに対して適用
し、渦芯に局在する無数の励起状態が存在することを示す。さらには、対称性から導いた渦芯構
造は実験結果 [L. E. Sadler et al. Nature, 443 (2006)]やGross-Pitaevskii方程式による数値計算
結果と両立していることを示す。

6章： 量子渦共存下でのトポロジカル励起の分類
この章では従来のホモトピー群 πn(G/H)を用いた分類を安倍ホモトピー群 κn(G/H)を用いた分
類へと拡張する。ここで、κn(G/H)は πn(G/H)を部分群として含んでおり、自然な拡張となっ
ている。また κn(G/H)は π1(G/H)と πn(G/H)の半直積に同型である。これは安倍ホモトピー
群が量子渦と高次のトポロジカル励起が共存した場合の分類を与えることを意味し、さらには、
半直積構造は量子渦と高次のトポロジカル励起の間にトポロジカルな影響の存在することを意味
する。ここで「トポロジカルな影響」とは、例えば量子渦と点欠陥の共存系を考えたとき、+1の
トポロジカル不変量を持つ点欠陥が量子渦の周りを回ると −1の不変量に変化する現象のことで
ある。このトポロジカルな影響は 1976年と 1977年にVolovikらとMerminにより指摘されてい
た 1次元と 2次元の不変量間の影響と同値である。従って、安倍ホモトピー群は不変量間の影響
を含んだ分類になっている。Sec. 6.2では、トポロジカルな影響を計算するためにEilenbergの理
論をレビューする。Subsec. 6.2.1では、この計算法に基づいてスピノル BECにおけるトポロジ
カルな影響と安倍ホモトピー群の計算を行う。
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7章： 保存則とトポロジカルな影響の関係
6章の結果を保存則がある場合に応用する。なぜならば、冷却原子系のような孤立系では全体の
トポロジカル不変量は保存されていからである。他方、トポロジカルな影響下では、点欠陥のト
ポロジカル不変量が +1から −1へ変化する。保存則がある場合、この終始のトポロジカル不変
量の変化量 1− (−1) = 2の行先が問題となる。私は保存則とトポロジカルな影響を両立されるた
めに、トポロジカルな反作用が影響を与える量子渦自身にも存在することを示す。Sec. 7.1では、
非可換量子渦に働くトポロジカルな影響とその反作用を議論する。また不変量の遷移が基本群の
交換子群 [π1, π1]で記述されることも示す。Sec. 7.2では、量子渦と高次のトポロジカル励起との
間の不変量の遷移について議論し、不変量の遷移が一般に交換子群 [π1, πn]で決定されることを
示す。Subsec. 7.2.1では、Bucherらの宇宙紐に関する計算をスピノルBECへ応用し、トポロジ
カルな反作用を計算する。Subsec. 7.2.2では、トポロジカルな反作用が量子渦の捻じれに対応し
ていることを示す。
最後に 8章では、各章のまとめと今後の研究としてトポロジカル励起間の非可換統計性の問題

があることを述べる。

3


