


野水の定理は冪零多様体の symplectic幾何学に重要な応用がある。2n-次元多様体M が 2次
コホモロジー類 [ω] ∈ H2(M) で [ω]n ̸= 0 を満たすものを持つとき、M はコホモロジー的に
symplecticであると言う。野水の定理により、冪零多様体がコホモロジー的に symplecticであれ
ば真に symplecticであることがわかる。Benson-Gordon[2]により、symplectic冪零多様体 G/Γ

が Hard Lefschetz性を満たせば、Gは abelian特にG/Γはトーラスであることが知られている。
野水の定理の Dolbeaultコホモロジーに関するアナロジーを考えることができる。G/Γが左

不変な複素構造 J を持つとき、複素数値左不変な微分形式がなす微分形式
∧

g∗ ⊗ C =
∧∗,∗

g∗

はG/ΓのDolbeault複体 (A∗,∗(G/Γ), ∂̄)の部分複体となる。これに対して、Sakane[8], Cordero-

Fernández-Gray-Ugarte[4], Console-Fino[3]等により、いくつかの条件の下で、自然な埋め込み∧∗,∗
g∗ ⊂ A∗,∗(G/Γ)はコホモロジーの同型H∗,∗

∂̄
(g) ∼= H∗,∗

∂̄
(G/Γ)を導くことが知られている。

2 主結果
Hain[5]は多様体の基本群の対角型表現に対して、その表現の像の Zariski-閉包を用いて、ある

局所系に値をとる微分形式の複体を定義し、この空間が冪零ではない空間の de Rhamホモトピー
理論を考えるのに有効である事を示唆した。本論文では、このHainの定義した複体を用いて、de

Rhamホモトピー的な意味で、野水の定理を可解多様体に拡張する。
G/Γを可解多様体とする。Gの随伴表現Adの”対角部分”をとる事によって、Gの対角型表現

Ads : G → Aut(g)を定義し、代数群 Aut(g)の中で像 Ad(G)の Zariski-閉包 Tをとる。G/Γの
基本群は Γであるので、Ads と Tにより Hainの複体が定義できる。これを A∗(G/Γ,OAds)と
かく。A∗(G/Γ,OAds)の左不変な元全体の空間 A∗(gC, ads)は部分複体として、ある対角表現に
値をとるリー環の双対複体であり、これに Tが作用している。この T-作用で不変な元全体の空
間 A∗(gC, ads)

T を考えると次が成り立つ。

定理 1 自然な埋め込み A∗(gC, ads)
T ⊂ A∗(G/Γ,OAds) はコホモロジーの同型を導く。また、

Gから定まる unipotent hullと呼ばれる unipotent代数群 UG の Lie代数 uの双対復体
∧

u∗ は
A∗(gC, ads)

T と同型である。
よって、

∧
u∗ は A∗(G/Γ,OAds

)のminimal modelである。

この結果により、長谷川の定理の拡張として、次が得られる。

定理 2 次の 2条件は同値：
• A∗(G/Γ,OAds)が formalである。
• G = Rn nϕ Rm(ϕは半単純な作用）と書ける。

また、Benson-Gordonの定理の拡張として次が得られる。

定理 3 可解多様体 G/Γはシンプレクティックであるとする。このとき 次の 2条件は同値：
• A∗(G/Γ,OAds)のコホモロジーに関して hard Lefschetz性が成り立つ。
• G = Rn nϕ Rm(ϕは半単純な作用）と書ける。

本論文ではさらに、次の事を示す。

定理 4 可解多様体がコホモロジー的に symplecticであれば真に symplecticである。

Baues[1] は、任意の torsion-free polycyclic 群 Γ に対し、Γ から定まるある冪零リー群 UΓ へ
のココンパクトで離散的なアフィン作用を定義し、Γ を基本群に持つコンパクト aspherical 多
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様体MΓ = UΓ/Γを構成した。本論文では冪零多様体のアナロジーとして、コホモロジー的に
symplecticなMΓ は実際にシンプレクティックである事を示す。とくに、Bauesの構成したコン
パクト aspherical多様体MΓのクラスは可解多様体のクラスを含んでいるので、系として上記定
理が成り立つ。
冪零の場合とは異なり、複素可解多様体のDolbeaultコホモロジーの計算法はほとんど知られて

いなかった。本論文では、特別な条件を満たす場合にDolbeaultコホモロジーの計算法を与える。
Gは半直積 Cn nϕ N であり、次の仮定を満たす物とする。

(1)N は不変複素構造 J を持つ単連結冪零リー群
(2)各 t ∈ Cn に対し, ϕ(t)は (N, J)に正則に作用する。
(3) ϕ はN のリー環 nに半単純に作用する。
(4)Gは格子 Γ = Γ′ n Γ′′ を持つ。
(5)埋め込み

∧∗,∗
n∗ ⊂ A∗,∗(N/ΓN )はコホモロジーの同型H∗,∗

∂̄
(n) ∼= H∗,∗

∂̄
(N/ΓN )を導く。

この時、G/Γ上の正則直線束の直和
⊕

Lβ
Lβ に値をとる Dolbeaut複体⊕

Lβ

A∗,∗(G/Γ, Lβ)

を考える事によって、次の事を示す。

定理 5
⊕

Lβ
A∗,∗(G/Γ, Lβ)の有限次元部分複体 A∗,∗ で自然な埋め込み

A∗,∗ ⊂
⊕
Lβ

A∗,∗(G/Γ, Lβ)

がコホモロジーの同型を導くものが構成できる。
特に、A∗,∗の元で、自明な正則直線束に値をとる元の全体をB∗,∗

Γ とすると、B∗,∗
Γ はDolbeault

複体A∗,∗(G/Γ)の有限次元部分複体B∗,∗
Γ で、自然な埋め込みB∗,∗

Γ ⊂ A∗,∗(G/Γ)がコホモロジー
の同型H∗,∗

∂̄
(B∗,∗

Γ ) ∼= H∗,∗
∂̄

(G/Γ)を導く。
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